ETUDE GEOMETRIQUE

LA CHAINE INACHEVEE
DE

WILLIAM KINGDON CLIFFORD

Tel un visage au regard clarifié
I'étre géométrique semble se présenter
offrant ses trésors d'un passé déja vieux,
il cherche son futur pas encore né.

Il lui faut une ame qui,
par ses instants de feu et de vérité

ouvre, sans le savoir, les trésors d'une grace enfarmée.
1

Jean - Louis AYME

Résumé. Dans cet article, l'auteur présente les troiorém@es de Clifford, puis la
chaine (inachevée) associée régie par une récerggmmétrique.
Les figuressont toutes en position générale et tous les th@msecités
peuvent tous étre démontrés synthétiquement.

Abstract. In this article, the author presents the three révas of Clifford, then the
incomplete associated string governed by a geocneitiurrence.
The figures are all in general position and akditheorems can all be proved
synthetically.

Monica Ayme
St-Denis, lle de la Réunion (Océan Indien, Franee)1/06/2019 jeanlouisayme@yahoo.fr
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A. UN POINT D'HISTOIRE

1. Les deux premiers résultats

Né vers 325 av J.-C., Euclide reste un inconnuncais ne savons rien de précis sur sa vie. Il agilement
étudié a Athénes avec des éléves de Platon, peutm@&me au Lycée fondé par Platon, avant d'alléixee a
Alexandrie pour y fonder I'Ecole mathématique quti la succession de celle de Platon. Pagmens I'un des
ses nombreux écrits, le peint comme étant d'urreladoux et modeste et Procligsprésente comme un homme
timide.

Euclide termina sa vie & Alexandrie vers 275.

Pour I'histoire des mathématiques, Euclide eutrdenger, le mérite d'organiser, de systématiseretédnir au
sein de€lémentsles vérités géométriques plus ou moins éparsesija cette époque.

C’est dans la propositioh du Livre IV des Eléments que nous trouvons le cercle circitrisam triangle ou
trilatere.

En 1804, William Wallacé dit Scoticuspose son regard sur le quadrilatere complet etdte le résultat suivant
pour tout quadrilatére complet formé par 4 transaless en position générale

si, I'on considére les 4 triangles déterminés padceites prises 3 a 3,
puis les 4 cercles auxquels donnent lieu chaqaegie

alors, ces 4 cercles sont concourants.

Ce point de concours correspondant a la premierelitequestions posées sans preuve par JacobrSteine
en 1827-28, sera redécouvert en 1836 par I'élegrigta Miquel de I'Institution Barbet & Paris et publié dans
I'éphémeére journdle Géomeétre

Pour étre plus de précis, rappelons que T. S. Bawieait déja relaté et prouvé ce résultat en I88% le
Leybourn's Mathematical RepositoRrobablement Davies avait trouvé ce résultatiaddamment de Steiner

Mathématicien grec dive siécle

Wallace W., Leybourn®lathematical Repository partl (1804) 170

Steiner J., Questions 1°, 2°, 3°, Ahnalesde Gergonn#8 (1827-28) 302-303

Miquel A.,Journal de Mathématiquese Liouville 3 (1838) 485-487 Nouvelles Annalet0
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car sa solution de la QuestibBa4 dans le méme volume dRepository nous permet de le penser. L'historien J.
S. Mackay? arrive a la méme conclusion en s'appuyant suiquestion posée par Davies ayant trait au
guadrilatére complet danslleeds Correspondende 1821.

Pour terminer, ce point dit de Miquel suite a lagwsition de Seligmann Kantor de Vienne (Autriche)1878,
est aujourd'hui appelé, point de Miquel-Wallace...

En 1838, Auguste Miquéldécouvre a partir d'une idée d’Eugéne Catalampédntagramme?® formé par cing
droites en position générale.

2. Une chaine de théorémes

Les géometres entendent par la une suite de thésrgu s'initialise par des résultats et dont lesea
s'engagent héréditairement les uns dans les aAires.peuvent naitre des "chaines de théoremeseptibles
de dégager des pépites.

Cette piste de recherche a fasciné quelques géssrthirXiXe siecle comme William Kingdon Clifford et
Gohierre de Longchamps.

En 1871, W. K. Clifford* a été le premier a donner au résultat de Miqum,tces belle généralisation dont
l'intérét réside essentiellement dans son caracdérerent

Q) deux droites déterminent un point
(2 trois droites déterminent un cercle
(4) quatre droites déterminent quatre cercles conataieal point de Miquel-Wallace

(5) cing droites déterminent cinq points de Miquel-\&edl cocyclique¥
(6) six droites déterminent six cercles de Clifforshcourant au point de Clifford...

W. K. Clifford avait compris de quelle maniéreitéamarcher les calculs" et aussi, en Vvérité, centme pas
les faire... pour établir que, dans le cas de siXelples six cercles associés aux six groupenperssibles de
cing droites, passaient de nouveau par un méme. pajn‘avec sept droites les sept points ainsi d&éitaient
de nouveau sur un méme cercle...

7 Davies T. S., Questidsb5 Leybourn's Mathematical Repositomol. 6 (1835)
& Mackay J. S Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society. 9, (1890) 83-91
¥ Miquel A.,Journal de Liouvillevol. Il (1838) 485.

Miquel A., Mémoire de Géométridournal de Liouvilleyol. X (1844) 347.

Ayme J.-L., Les pentagramme de Miquel et de Moi@& G.G. vol 4, p. 1-3 ;http://jl.ayme.pagesperso-orange.fr/
Messenger of Mathematics, \®l.

Clifford W. K., A Synthetic Proof of Miquel's Theem, Messengeb (1870)

12 Cercle de Clifford

e Clifford W. K., Mathematical paper&868, Cambridge et Dublin
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Ne s'arrétant pas en si bon chemin, W. K. Cliffpodirsuivait sa recherche récurrente et générafisaitésultat.
En considérant une droite comme un cercle, iltdilaalement se libérer des systémes de droitgmsition
générale pour ne considérer que des cercles concourants.

premier théoréme: soient 4 cercles concourants ;
les 4 cercles déterminés par ces cercles pris, 3@8 concourants

deuxieme théoreme: soient 5 cercles concourants ;
les 5 points déterminés par ces cercles pris 4sant,cocycliques

troisieme théoréeme: soient 6 cercles concourants
les 6 cercles déterminés par ces cercles pris, 3@nb concourants.

En 1916, Henri Léon Lebesguéslans son article intitul8ur deux théorémes de Miquel et de Cliffendntrait

avec sa notation que la démonstration a partir sigteme de 4, 5, 6-droites en position généralémasposait
a celle d'un systeme de 4, 5, 6-cercles concourants

3. Une courte biographie de Wliam Kingdon Clifford

t;é
b s

William Kingdon Clifford est né au Royaume UniE&eter, le 4 mai 1845.
A I'dge de 15 ans, William Kingdon Clifford entra King's College de Londres ou il révéle un réénaen
mathématiques. A 18 ans, il entre au College dErilsité & Cambridge. Gymnaste remarquable, littéraon
moins remarquable, il obtient un prix de récitateincompose une série de comtes pour enfantsléifine
Little People Professeur a l'université de Londres, il écritl8@00n the Space-Theory of Mattdans lequel il
devint un supporter de la géométrie non euclidiesmd.obachevski en trouvant une application deshmem
doubles qu'il a découvert. Ses travaux contribumntdéveloppement de l'algeébre non commutative iet lu
permettent d'étre élu a I'age de 29 ans, membiae Rleyal Society.
En géométrie, il a su donner du point et du cedeleMiquel, une trés belle généralisation dontdliét réside
essentiellement dans son caractére récurrent, saai@monstration est purement analytique. Il intitoeé mot
cross ratio i.e. birapport.
En 1875, il épouse Lucy Lane dont il a deux filles.
Il décéde de la tuberculose a Madeére (Portuga8,nears 1879.

= Lebesgues H. L., Sur deux théorémes de Miqua @lifford, Nouvelles Annalede Mathématique€l916)



B. DEFINITIONS ET NOTATIONS

1. Un n-cercle
% pour tout point M et entier naturel n supérieurémal a 2,
n cercles distincts concourants en M sonpesition générale
Si,

trois quelconques d'entre eux ne se coupent pdshars de M, en trois points alignés.

S Sous cette condition, nous définissons un n-eercl
i Un n-cercle est noté C
g Chaque cercle de@tant désigné par son indice en italique, par elfnp

C, s'écrira aussil@3...n.

2. Notation et taille de Lebesgues

2 C,ou (12)

le point commun & et2 est noté, en scripte, 12 et a pour taille 2

4 C;ou (123)




le cercle passant par les points d'intersectioh, &t 3 est noté, en italiqud .23
et a pour taille 3

* Ainsi, un cercle sera représenté par un nomhmir de naturels

et un point par un nomhpeir de naturels
ce qui constitue la taille de leur notation.

3. La suiteC

Pour tout n supérieur ou égal & 2, considérongita @ des n-cercles, notée;{G. . ..

4. Les deux regles d'intersection de Lebesgu€s

Reglel : si, deux cercles sécants ont des notations de nltee t

alors, le premier point d'intersection a pour notatepartie commune de leur notation, et
le second, la réunion de leur notation.

Regle2 : Si, deux cercles sécants ont des notations de tpilldiffere de deux naturels
alors, le premier point d'intersection a pour notatmpartie commune de leur notation et

du premier naturel, et
le second, la partie commune de leur notation etedond naturel.

LS Gohierre de Longchamps G., Revue des Sociétés savanteslundi mai 1864 ;
Annales scientifiques de I'Ecole normalel.lll , 1867 ;
Nouvelle Correspondance mathématiquied 7
Lebesgue H., Sur deux théoremes de Miquel et dfofdlj Nouvelles Annalede Mathématiquesérie 4 tome 16(1916) 481-495 ;
http://www.numdam.org/item/NAM_1916 4 16 481 0/



C. LE THEOREME DES SIX CERCLES®

Auguste Miquel (1844)

VISION
Figure :
4
Traits : 0 un cercle,
A B,C,D quatre points d&
1,234 guatre cercles passant respectivement par ABteBC, C et D, D et A,
A, B, C, D les seconds points d'intersectler et4, 1 et2, 2 et3, 3 et4,
et 5 le cercle passant par A', B', C'.

e Conclusion: 3et4 se coupentsur5enD'.

Scolies : Q) autre formulation :
si, A, B, C, D sont cocycliques alors, A', B', C', D' sont cocycliques
(2) 0 est le cercle de départ®te cercle d'arrivé.

16 Miquel A. (vers 1816 - 1851) Mémoire de Géométdieurnal de Liouvillevol. X (1844) 347 ;

Ayme J.-L., Du théoréme de Reim au théoreme duesisles, G.G.G. voR ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/



1. Larécurrence

Traits :

Donné :

et

D. LA RECURRENCE INACHEVEE
DE

W. K. CLIFFORD

un point,

un naturel supérieur ou égal a 2

la suite des G

la fonction propositionnelle suivante :

: pour tout naturel pair noté 2k de [2, n],

(C,) détermine un point

entre

le cercle de (&.1)

et

les (2k-1) cercles de ¢ ou I'on a rajouté le cercleyCaux (2k-1) cercles.

g pour tout naturel impair noté 2k+1 de [2, n],

(Cyk+1) détermine un cercle

passant par

le point Clifford de (Gy)

et

les 2k points d'intersection de avec les 2k cercles

[pour tout nP(n)] est vraie.



. HYPOTHESES DE DEPART

n=2

e Conclusion: P(2) est vraie.

Scolie : ce point d'intersection est 'Zepoint de Clifford de12)".

» Un 3-cercle {23 conduit par retrait d'un cercle de "droite aajea!

a trois 2-cercle ie. 12, (13), (23.
» Ces trois 2-cercle

définissent trois 2-point de Clifford ie. 12 , 13, 23.
» Notation allégée : 8y il

» D'apres Euclide d'Alexandrie,

» Conclusion: P(3) est vraie.

Scolie : ce cercle est "I8-cercle de Clifford del@3)".

*3, *2 et *1déterminent un cercle .

10
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LE PREMIER THEOREME DE CLIFFORD

VISION
Figure :
Traits : (1239 un 4-cercle.
Donné : 123 124, 134 et234 sont concourants.

VISUALISATION

» Un 4-cercle 1234 conduit par retrait d'un cercle de "droite aajeaf
a quatre 3-cercles i.e. 120, (124, (134), (234.

» Ces quatre 3-cercle
définissent quatre 3-cercle de Clifford i.e. 123, 124, 134, 234

* Notation allégée : 49, B8, 12 . 1,

e Wallace W., Leybourn®lathematical Repositoryol. 1, partl (1804) 170
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Considérons les cercletét 13, ainsi que les cercles intermédiaBest4.

D'apres la régle d'intersection de Lebesgues,

Q) les points d'intersection de3et3 sont 13 et 23

(2 les points d'intersection  @eet4 sont 34

) les points d'intersection  dieet124 sont 14 et24

4) les points d'intersection de3et124 sont 12 et C.
Scolie : a ce stade du raisonnement, le point C n'a pastad¢ion numérique.

D'aprés Miquel "Le théoréme des six cercles"”, s pleints 13, 14et 12 étant sur le cefgle
les points restants 23, 34, 24 et C sontdapes
i.e. C est sur le cerc®4 qui n'est d'autre qué.!

D'apres Miquel "Le théoréme des six cercles", s pleints 23, 34, 24 et 12 étant sur le ce?8éi.e 11
les points restants 13, 14 et C sont cocyekq
i.e. C est sur le cercl84qui n'est d'autre que.!

Conclusion: 14,13,/11,12 i.e 123 124, 134et234concourenten C i.eP(4) est vraie.

Scolies : Q) ce point de concours est "le 4-point de Cliffoed(tR34" et est noté 1234

(2 cette situation généralise le point de Miquel dietia
en considérant 4 cercles concourants au lieu deites...
le triangle ayant pour sommets 12, 13, 23 et pamétienne le cerclé

3) cette situation généralise le théoreme des cirgjesede Lebesgues.

Archive :

18

Ayme J.-L., Du théoréme de Reim au théoreme ideescles, G.G.G. voR , p. 9-11 http://jl.ayme.pagesperso-orange.fr/
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Les théorémes de Clifford

On construit un graphe G . Ses sommets sont les éléments de Uespace vectoriel (Z/2Z)+ .
Une aréte relie les vectewrs v et w si v — w on w — v appartient a la base canonique.
Les vecteurs dont la somme des composantes et paire servent de label 4 2" points, les

i

altres a cercles.

Les théorémes de Clifford affirment qu'il est possible de placer les points et les cercles

de maniére quun point est sur un cercle exactement si leurs labels sont des sommets
adjacents de G .

Voyons le cas n = 3. On dessine guatre
cercles passant tous par un méme point.
Ce point porte le label 0000; cowx des
cercles sont respectivement 1000, 0100,
0010 et 0001 . Les cercles 1000 et 0100 se
recoupent en 1100. 1000 et 0010 se re-
coupent en 1010, etc. Six nouveanx points.
Le cercle 1110 est circonscrit aux points
1100, 1010 et 0110. De méme 1100, 1001
et 0101 définissent le cercle 1101 ete. En-
core quatre cercles, dont le quatriéme théo-
réme de Clifford affirme qu’ils passent tous

par un méme point, le point 1111 .

La preuve utilise 'existence de la configuration de Miquel et le birapport dans le plan
d'Argand-Cauchy. Elle dépasse le niveau de cette publication.

19
= Les-Mathematiques.net http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.pHy2%5406,1715406
http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.plg92899,902154
Gutierrez Antonio ; http://gogeometry.com/clifford1.htm

13
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LE DEUXIEME THEOREME DE CLIFFORD

VISION
Figure :
considérer des cercles concourants en lieu et pleseroites
Traits : (12345 un 5-cercle.
Donné : les cing 4-point 1234, 1235, 1245, 1345 et 2345 sooycliques®

VISUALISATION

Un 5-cercle £2345 conduit par retrait d'un cercle de "droite aalea
a cinq 4-cercles
ie (12349, (1239, (1249, (1345, (2345.

Ces cing 4-cercle
définissent cing 4-point de Clifford i.e. 234, 1235 , 1245 , 1345 , 2345
Notation allégée : 5 S TR 2 5 0 ] S ORLLE |

Chaque 4-point est le point commun a quatre ce(di&ini par le 4-cercle correspondant)
obtenus en retirant successivement un ceecleliite & gauche" au 4-cercle.

20

Miquel A., Le Géomeétré1836)
Ayme J.-L.,

14



15

PREMIERE ETAPE
» Considérons les quatre points: *5, *4, *3, *2 &% et aux indices restants restants2,68, 4, 5 ;
par exemple,
123 ou 14
124  ou I3
135 ou 12
145  ou 12
¢ Choisissons deux de ces cercles
et
appliquons la régle d'intersection de Lebes@i®3, 124, 135, 145
(1) les points d'intersection de 123et124 sont 12 et1234
le cerclel24passe par deux points associa. 12 et 14, 12 étant pris, il reste 14
) les points d'intersection de 124et145 sont 14 et 1245
le cerclel45passe par deux points associEiz. 14 et 15, 14 étant pris, il reste 15
(4) les points d'intersection de 145et135 sont 15 et 1345
le cerclel35passe par deux points associiz. 15 et 13, 15 étant pris, il reste 13

(2) les points d'intersection de 135et123 sont 13 et 1235

» D'apres Miquel " Le théoreme des six cercles"es doints 12, 13, 14 et 15 étant sur
les points 1234, 1235, 1245, 1345 sont cocycliques.

* Notons 12345 ce cercle.

SECONDE ETAPE
» Considérons quatre points: *5, *4,*3,*1  lié2 &t aux indices restants i.g,3,4,5;
par exemple,
123  ou 14
124  ou 13

235 ou 12
245 ou 12

¢ Choisissons deux cercles en relation &et aux indices restants
Ztapliquoné&a regle d'intersection de Lebesguel?8 124, 245 235
(1) les points d'intersection de 123et124 sont 12 et1234
le cerclel24passe par deux points associiz. 12 et 24, 12 étant pris, il reste 24
(2 les points d'intersection de 124 et245 sont 24 et 1245
3) les points d'intersection de 245et235 sont 25 et 2345
4) les points d'intersection de 235et123 sont 23 et 1235.

» D'aprés Miquel "Le théoréeme des six cercles"”, s pleints 12, 23, 24 et 25 étant &ur
les points 1234, 1235, 1245, 2345 sont cocycliques.

15
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* Notons 12345' ce cercle.

DERNIERE ETAPE

» 12345et12345'ayant trois points en communs sont confondus.

» Conclusion: 1234, 1235, 1245, 1345 et 2345 sont cocycliques RB(5) est vraie.

* Notons 12345 ce cercle.

Scolie : (2) ce cercle est "le 5-cercle de Clifford d2349" et est notél2349
2) cette situation généralise le pentagramme de Miquel

en considérant un 5-cercles en place d'un 5-droites

Archive :

Cas de cing droites. Théoréme de Migquel. —
Appliquons le lemme aux quatre circonférences 123,
134, 145, 152 prises dans cet ordre. On trouve lcs
couples de points communs 1234, 13; 1345, 14; 1245,
15; 1235, r2. Et comme 13, 14, 15, 12 sont sur la
droite 1, il en résulte que 1234, 1343, 1245, (235 somt
sur une circonférence.

Faisant maintenant jouer & la droite 2 le role spécial
que jouait avant la droite 1, on voit que 2134, 2135,
2145, 2345 sont aussi sur une circonférence.

Ces deux circonférences sont done confondues, c’est
la circonférence de Miquel 12345.

21

2 Lebesgue H., Sur deux théorémes de Miquel etliffer@,

Nouvelles Annalede Mathématiquesérie4 tome16(1916) 481-495, 486 ;
http://www.numdam.org/item/NAM_1916_4 16 481_0/
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LE TROISIEME THEOREME DE CLIFFORD 2

VISION
Figure :
Traits : (123454 un 6-cercle.
Donné : les six 5-cercle$2345 12345 12456 13456 3456sont concourants.

VISUALISATION

Un 6-cercle {23456 conduit par retrait d'un cercle de "droite adi

a six 5-cercles i.e. 12349, (12346, (12356, (12456, (13456, (23456.
Ces six 5-cercle

définissent six 5-cercle de Clifford i.e. 12345, 12346, 12356, 12456, 13456, 23456
Notation allégée : Sl oymip e g o 2

PREMIERE ETAPE
Considérons les cerclegét !5, ainsi que les cercles intermédiaBés et346.

D'apres la régle d'intersection de Lebesgues,

Q) les points d'intersection de 12345et345 sont 1345 et 2345

(2 les points d'intersection de 345 et346 sont 34 et 3456

3) les points d'intersection de 346 etl12346 sont 1346 et 2346

4) les points d'intersection de 12346et12345 sont 1234 et C.
Scolie : a ce stade du raisonnement, le point C n'a past@¢ion numérique.

D'apres Miquel "Le théoréme des six cercles”, s pleints 1345, 34, 1346 et 1234 étant sur le cale
les points restants 2345, 3456, 2346 et €@mycliques
i.e. C est sur le cerc®3456qui n'est d'autre qud.!

D'apres Miquel "Le théoréme des six cercles", s pleints 2345, 34, 2346 et 1234 étant sur le c@le
les points restants 1345, 3456, 1346 et €smycliques
i.e. C est sur le cercl8456qui n'est d'autre que.!

Conclusion partielle : 16,15, 11 et!2 passent par le point C.

22

Clifford W. K., Mathematical paperd868, Cambridge et Dublin
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DEUXIEME ETAPE

» Considérons les cerclgsét 4, ainsi que les cercles intermédiaigs et 356.

» D'apres la regle d'intersection de Lebesgues

Q) les points d'intersection del2346et346 sont
(2) les points d'intersection de 346et356 sont
) les points d'intersection de 356et12356 sont
4) les points d'intersection dd.2356et12346 sont
e Scolie : a ce stade du raisonnement, le point C' n'a pastd¢ion numérique.

18

1346 et 2346

36 et3456

1356 et 2356

1236 et C'.

» D'aprés Miquel "Le théoreme des six cercles"”, s pleints 1346, 36, 1356 et 1236 étant sur le c&Rfe
les points restants 2346, 3456, 2356 et @ cucycliques
i.e. C' est sur le cerc3456qui n'est d'autre qud..!

» D'apres Miquel "Le théoreme des six cercles”, s peints 2346, 36, 2356, et 1236 étant sur le €288,
les points restants 1346, 3456, 1356 et @ @ucycliques
i.e. C' est sur le cercl8456qui n'est d'autre que.!

» Conclusion partielle :

15,14, 11 et 2 passent par le point C';
en conséquence, C et C'sont confondus.

DERNIERE ETAPE

» Conclusion : 12345 12345 12456 13456 3456 i.e. 6,15, 14, 13, 12 et 1 sont concourants.

Scolie : ce point de concours est "le 6-point de Cliffoed(f2345§" et est noté 123456

Archive

Cas de siz droites. — Appliquons le lemme aux
circonférences 56123, 563, 564, 56124 prises dans cet
ordre, Elles nous donnent comme couples de points
commans 3613, 5623 ; 5634, 56; 5614, 5624; Sb12 el
un autre point A, Or les points 5613, 56, 5614, 5612
appartiennent 4 la circonférence 561, donc les points
5623, 5634, 5624, A sont sur une circonférence; ¢est-
i-dire que la circonférence 56234 passe aussi par A,

De méme les points 5623, 36, 5624. 5612 sont sur la
circonférence 562; done 5613, 3634, 5614, A sont
sur une circonférence, c¢'est-a-dire que la circonfé-
vence 36134 passe aussi par A.

En faisant jouer & deux droites quelconques le réle
spécial des deux droites 56, on voil finalement que les
six cercles de Miquel passent par le point A qu’on
désignera par la notation 123456.

23

23

Lebesgue H., Sur deux théorémes de Miquel et dford

Nouvelles Annalede Mathématiquesérie4 tome16(1916) 481-495, 487
http://www.numdam.org/article/NAM_1916_4_16__48%di.
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