LE POINT D'EULER -PONCELET
D'UN

QUADRILATERE

Jean-Louis AYME !

Résumeé. Nous présentons le point d'Euler-Poncelet ainsi qu'une longue étude conduisant aux
cercles de Bui et de l'auteur. Des applications, une annexe et une archive sont
également présentées.

Les nombreuses figures sont toutes en position générale et tous les théorémes cités
peuvent tous étre démontrés synthétiquement.

St-Denis, Tle de la Réunion, le 31/01/2011.
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Commentaire : si une notation simple a été utilisée dans la partie A, une notation symétrique a été mise en
ceuvre dans le reste de l'article afin de dégager les 23 cercles passant par le point d'Euler-
Poncelet. L'auteur rappelle qu'il n'a pas trouvé de solution élémentaire concernant le premier
cercle de Brianchon-Poncelet et qu'une différence nette concernant le point d'Euler-Poncelet
d'avec celui de Fontené n'a pu étre précisée géométriqguement mais seulement constatée
visuellement. L'auteur a traité dans un autre article? le cas ou le quadrilatere est cyclique.

A. EULER ET PONCELET

I. LE POINT D'EULER D'UN QUADRILATERE

1. Le A-cercle d'Euler d'un quadrilatere

VISION

Figure :
C
D
A 1 B
Finition : ABCD un quadrilatere,
et 1 le cercle d'Euler-Bevan® du triangle ABD.

Définition : 1 est "le A-cercle d'Euler de ABCD".
2. Les quatre cercles d'Euler d'un quadrilatere

VISION
2 Ayme J.-L., A propos de I'anticentre d'un quadrilatére, G.G.G. vol. 8 ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/.

8 Ayme J.-L., les cercles de Morley, Euler,..., G.G.G. vol. 2 ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/.



Figure :

1
Traits : ABCD un quadrilatére
et 1,2,3,4 les A, B, C, D-cercles d'Euler de ABCD.
Donné : 1, 2, 3 et 4 sont concourants.

VISUALISATION *

A :

e Notons I,J, K, L, M, N les milieux resp. de [AB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD]
et Eu le point d'intersection de 3 et 4 qui n'appartient pas a [CD].
e Scolies : (1) (LM) /1 IN)

@  (MI) // (NK).

e Une chasse angulaire a IT prés :
d'apres le théoréme "Angles a cotés paralléles”, <LMI
d'apres le théoreme de I'angle inscrit, <JNK

<JNK;
<JEuK ;

de l'auteur.



par transitivité de la relation //, <LMI = <JEuK.

A

e D'aprés "Le parallélogramme de Varignon" (Cf. Annexe 1), (LK) /1 (13).

e Le cercle 4, les points de base M et Eu, les moniennes brisées semblables naissantes (LMI) et (KEuJ),
les paralléles (LK) et (1J), conduisent au théoréme des deux moniennes de Reim (Cf. Annexe 2) ;

en conséquence, M, Eu, I et J sont cocycliques.
e Scolie: ce cercle est le B-cercle d'Euler de ABCD i.e. 2.
e Conclusion partielle : 2, 3 et 4 sont concourants en Eu.

e Mutatis mutandis, nous montrerions que 1, 3 et 4 sont concourants en Eu.

e Conclusion : 1, 2, 3 et 4 sont concourants en Eu.

Enoncé traditionnel - les cercles d'Euler des quatre triangles déterminés par les sommets d'un quadrilatére,
sont concourants.



Note historique : l'auteur a associé le nom d'Euler au point de concours suite a un article® de la

littérature géométrique qui indiquait qu'Euler avait approché ce point en considérant
un quadrilatére cyclique.

En 1904, M. T. Lemoine® signale ce résultat et en 1912, Happach’ précise que ce
résultat devait étre connu, sans doute, avant lui. En 1821, Jean-Victor Poncelet® publie
en collaboration avec Charles Julien Brianchon, ce résultat qu'il avait envisagé durant
sa captivité en Russie en considérant une conique et le concept de polaire. Signalons
que dans son article, Poncelet (re)démontre dans le théoréme IX, le cercle d'Euler et
plus précisément le cercle des neuf points.

En 1929, Roger Arthur Johnson® en donne une solution angulaire.

Scolies : 1) sous le point de vue des cercles d'Euler, Eu est "le point d'Euler de ABCD".
(2 Eu existe si ABCD n'est pas orthocentrique i.e. que chaque sommet n'est pas
I'orthocentre du triangle déterminé par les trois autres, sinon les quatre cercles d'Euler
coincident.
Une précision : d'apres les recherches de I'historien James Sturgeon MacKay, le cercle dit d'Euler

n‘apparait nulle part dans l'oeuvre de celui-ci. Mackay* dans un article de 1892,
intitulé

History of the Nine Point Circle, attribue ce cercle a John Whitley'. Une autre source

attribue ce cercle a I'ingénieur civil Benjamin Bevan*? qui posait la question suivante :

Montrer que le centre O du cercle circonscrit a un triangle ABC est le milieu du
segment joignant le centre | du cercle inscrit au centre du cercle circonscrit du
triangle excentral et que le rayon de ce cercle est le double de celui circonscrivant
ABC.

Une solution en a été donnée dans le méme numéro de la revue citée a la page 143.
Pour I'histoire de ce cercle, le lecteur pourra se reporter aux Proceedings®.

Une courte biographie de Leonhard Euler

© N o o

10
11
12
13

Référence non retrouvée.

Lemoine M. T., Note de géométrie, Nouv. Ann. Math. 4, 400-402, 1904.

Happach, Zeitschrift fir Math. und Nat. Unterricht 43 (1912) 175.

Brianchon C. J., Poncelet J.-V., Recherche sur la détermination d'une hyperbole équilatére au moyen de quatre conditions
données, Annales de Mathématiques pures et Appliquées (1821-1822) 223-25 ;

Annales Mathématiques de Montpellier vol. X1 (01/01/1821) 504-516 ; théoréme VI, p. 511.
Johnson R. A, Advanced Euclidean Geometry, Dover, New York, 1960 (from 1929 original) 240-243.
MacKay J. S., Plane Geometry (1904).

Whitley J., Gentleman's Mathematical Companion (1808) 133.

Bevan B., Mathematical Repository de Leybourn | (1804) 18.

Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society vol. X1 (1893) 19-57.



Le cyclope mathématique *

Léonhard Euler® est né le 15 avril 1707 a Bale (Suisse).
L'année suivante, il quitte cette ville pour aller a Riehen ou son peére devient le pasteur calviniste du lieu.
Son pere, Paul Euler qui avait étudié les mathématiques avec Jacques Bernoulli (1654-1705), commet pour ainsi
dire, "l'erreur” de les enseigner a son fils et devient ainsi le premier maitre de Léonhard.
Aprés des études de philosophie, Euler décide de se consacrer entiérement aux mathématiques. Eléve de Jean
Bernoulli (1667-1748), I'un des fréres de Jacques, il se lie d'amitié avec ses fils Nicolas (1695-1726) et Daniel
(1700-1782), puis quitte dans sa vingtiéme année, sa famille pour aller les rejoindre a St. Petersbourg pour
occuper un poste d'assistant a I'Académie de cette ville ou ils professaient les mathématiques depuis 1725.
Les premiéres années de son séjour en Russie sont difficiles, mais le départ inattendu de Daniel pour la Suisse en
1733, lui permet de devenir professeur a son tour et d'améliorer ainsi son quotidien.
La méme année, il épouse une compatriote, la fille du peintre Gsell dont la famille s'était établie en Russie depuis
de nombreuses années. Les enfants naissent les uns aprés les autres et a 33 ans, en pleine force de I'age, il perd
son oeil droit.
En 1741, il accepte l'invitation du roi de Prusse, Frédéric le Grand, pour aller travailler a I'Académie de Berlin. 1l
y demeure pendant 25 ans avant de retourner en 1766 en Russie ou Catherine 11 lui offre une maison pour ses 13
enfants. Sa vue continue de baisser et il se voit contraint d'écrire sur une ardoise pour faire ses calculs.
En 1771, le feu détruit sa maison, mais il a le temps de sauver tous ses manuscrits.
A 69 ans, il devient veuf et I'année suivante, il se remarie avec la demi-soeur de sa femme.
Il meurt le 18 septembre 1783 a St Petersbourg (Russie) alors qu'il buvait du thé avec des amis laissant a la
postérité une oeuvre constituée de 45 volumes et plus de 700 articles.

3. Des cercles passant par le point d'Euler

VISION

Figure :

A

H Surnom donné par Frédéric le Grand qui, tout en faisant allusion a la perte de son oeil droit, soulignait son oeuvre cyclopéenne
dans le domaine mathématique.
s University of St Andrews ; http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html.



Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons

H I'orthocentre de ABC.
et 5,6,7 les cercles d'Euler des triangles HAD, HBD, HCD.
Donné : 5, 6 et 7 sont concourants en Eu.

VISUALISATION

e Scolie: 2, 4 sont resp. les B, D-cercles d'Euler de ABCD.

e D'aprés A. I. 2. Les quatre cercle d'Euler d'un quadrilatére,
appliqué a ABCD, 2 et 4 passent par Eu.

o D'aprés "Le théoreme d'Hamilton" (Cf. Annexe 3), 2 est le cercle d'Euler du triangle HCA.

e D'aprés A. I. 2. Les quatre cercle d'Euler d'un quadrilatére,
appliqué a HCDA, 2, 4 5 et 7 sont concourants en Eu.



A .

D'apres "Le théoréme d'Hamilton™ (Cf. Annexe 3), 2 est le cercle d'Euler du triangle HAB.

D'aprées A. I. 2. Les quatre cercle d'Euler d'un quadrilatére,
appliqué a HDAB, 2, 5 et 6 sont concourants en Eu.

Conclusion : 5, 6 et 7 sont concourants en Eu.

Scolie : Eu est le point d'Euler des quadrilateres HCDA, HDAB et HBCD.

Commentaire : cette situation met indirectement en ceuvre le concept de "cercle des milieux d'un quadrilatere”

qui sera envisagé dans la partie I1.

Il. LE POINT DE PONCELET D'UN QUADRILATERE

Commentaire : l'auteur a préféré parler du point de Poncelet indépendamment de celui d'Euler.

1.

Pour cela, il s'est inspiré d'une idée fractionnée sous forme d'exercices apparemment
indépendants et distillée discrétement par Igor Federovitch Sharygin®® dans son livre Problemas
de geometria. Rappelons que Roger Arthur Johnson*” avait déloppé cette idée sous forme de
théorémes enchainés en 1929.

L'auteur n'a donc pas suivi la technique angulaire développée par Johnson.

Le A-cercle des milieux d'un quadrilatére

16

Sharygin I. F. (?-2004), Problemas de geometria, Editions Mir, Moscou (1986).
Johnson R. A, Advanced Euclidean Geometry, Dover, New York, 1960 (from 1929 original) 240-243.
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VISION
Figure :
C
D
L
A | B
1
Finition : ABCD un quadrilatere,
I, M, L les milieux resp. de [AB], [AC], [AD]
et 1 le cercle passant par I, M, L.

Définition : 1 est "le A-cercle des milieux de ABCD".

2. Les quatre cercles des milieux d'un quadrilatere

VISION
Figure :
A
1
Traits : ABCD un quadrilatére,
I,J, K, L, M, N les milieux resp. de [AB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD]
et 1,2,3,4 les A, B, C, D-cercles des milieux de ABCD.
Donné : 1, 2, 3et 4 sont concourants?.

1 Sharygin I. F., Problemas de geometria, Editions Mir, Moscou (1986), 11. 210 p.112.



VISUALISATION

e Considérons le triangle 1JM et les triangles adjacents par un cété NIJ, KMJ et LIM.
e Scolies : @ (NI), (KM) et (AD) sont paralléles entre elles

2 (NJ), (LM) et (CD) sont paralléles entre elles

©) (JK), (IL) et (BD) sont paralléles entre elles.

e Une chasse angulaire & TT prés :
d'apres le théoreme "Angles a cotés paralléles”, <INJ=<ADC , <JKM =<BDA , <MLI =<CDB.

e Lasomme des angles <INJ, <JKM et <ML est égal a I'angle nul & IT prés.
e Conclusion partielle : d'apres Le théoreme de Heis (Cf. Annexe 4), 1, 2 et 3 sont concourants.

e Mutatis mutandis, nous montrerions que 2, 3et 4 sont concourants.

A
e Conclusion : 1, 2, 3 et 4 sont concourants.
e Notons Em ce point de concours.

Enoncé traditionnel :  les cercles des milieux d'un quadrilatére sont concourants.



Scolies : 1) les points Em et Eu

e Notons G le point médian de ABCD,
1,2 les C, D-cercles des milieux de ABCD
et 3,4 les C, D-cercles d'Euler de ABCD.
e (IK), (JL) et (MN) étant concourantes en G, 1 et 3 sont symétriques par rapport a G

2 et 4 sont symétriques par rapport a G.

e Conclusion : Em est le symétrique de Eu par rapport a G.

Note historique : ce résultat m'a été communiqué par le hollandais Chris van Tienhoven.

(2 Le quadrilatére EUMEMN est un parallélogramme.

3. Deux isogonales symétriques

VISION

Figure :

12
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<
O

A B
Traits : 1 un cercle,
[AB] undiamétre de 1,
C,D  deux points de 1 comme indiqué sur la figure,
lac I'isogonale de (AC) relativement au triangle ABD,
lad I'isogonale de (AD) relativement au triangle ABC
et M, N les seconds points d'intersection resp. de lac, lad avec 1.

Donné : (AB) est la médiatrice de [MN].

VISUALISATION

e Scolie: M et N sont distincts.
¢ lac étant l'isogonale de (AC) relativement a ABD, (MC) /] (BD)
lad étant I'isogonale de (AD) relativement & ABC, (ND) / (BC).

e Les quadrilatéres cycliques BCMD et BCDN étant deux trapézes isoceles, BM =CD et
par transitivité de la relation =, BM = BN.

CD=BN;

13



e Notons ) le centre de 1.
e D'apres le théoréme de la médiatrice,  (OB) est la médiatrice de [MN].

e Conclusion : (AB) est la médiatrice de [MN].

Scolies 1) a partir du point B
N’
A .
Ibc
M !
Traits : i un cercle,
[AB] undiamétre de 1,
C,D  deux points de 1 comme indiqué sur la figure,
Ibc I'isogonale de (BC) relativement au triangle BDA,
Ibd I'isogonale de (BD) relativement au triangle BCA
et M', N' les seconds points d'intersection resp. de Ibc, Ibd avec 1.

Donné : (BA) est la médiatrice de [M'N'].

(2 D n'est pas sur 1



VISION

Traits : 1 un cercle,
[AB] undiamétre de 1,
C,D  deux points de 1 comme indiqué sur la figure,

lac I'isogonale de (AC) relativement au triangle ABD,

lad I'isogonale de (AD) relativement au triangle ABC,

M, N les seconds points d'intersection resp. de lac, lad avec 1,

Ibc I'isogonale de (BC) relativement au triangle BDA,

Ibd I'isogonale de (BD) relativement au triangle BCA,

M', N' les seconds points d'intersection resp. de Ibc, Ibd avec 1,
et C*, D* les points d'intersection resp. de lac et Ibc, de lad et Ibd.

Donné : (AB) est la médiatrice de [C*D*].

VISUALISATION

e C* est I'isogonal de C relativement a ABD.
e D*est I'isogonal de D relativement a BCA.
o D'aprés A. Il. 3. Deux isogonales symétriques,

lac et lad sont symétriques par rapport a (AB)
i Ibc et Ibd sont symétriques par rapport a (BA)

15



en conséquence, C* et D* sont symétriques par rapport a (AB).

e Conclusion : (AB) est la médiatrice de [C*D*].

4. Le A-cercle pédal d'un quadrilatére

VISION
Figure :
Finition : ABCD un quadrilatere,
I, J, K les pieds des perpendiculaires abaissées de A resp. sur (BC), (CD), (DB),
et la le cercle passant par |, J, K.
Définition : la est "le A-cercle pédal de ABCD".

5. Intersection de deux cercles pédaux d'un quadrilatére

VISION

Figure :

16



Traits : ABCD un quadrilatere,
et la, 1d les A, B-cercles pédaux de ABCD.
Donné : la et 1d se coupent sur (BC).

VISUALISATION

e Considérons le triangle BCD et le point A.

17
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D'apres Mathieu "The isogonal theorem™ (Cf. Annexe 5),
les isogonales de (BA), (CA) et (DA) relativement a BCD concourent a I'isogonal de A.

Notons A* I'isogonal de A.
Scolie : 1) la est le A-cercle de Mathieu relativement a BCD

2) A* est le symétrique de A par rapport au centre de 1a.
Notons X le second point d'intersection de (BC) avec la.

Conclusion partielle : d'aprés "Le cercle de Mathieu™ (Cf. Annexe 6), (A*X) L (BC).

C

D*

Considérons le triangle ABC et le point D.

D'aprés Mathieu "The isogonal theorem" (Cf. Annexe 5),
les isogonales de (AD), (BD) et (CD) relativement a ABC concourent a l'isogonal de D.

Notons D* Iisogonal de D.
Scolies : 1) 1d est le D-cercle de Mathieu relativement a ABC

(2) D* est le symétrique de D par rapport au centre de 1d.
Notons Y le second point d'intersection de (BC) avec 1d.

Conclusion partielle : d'aprés "Le cercle de Mathieu" (Cf. Annexe 6), (D*Y) L (BC).



o D'aprés A. Il. 3. Deux isogonales symétriques, (BC) est la médiatrice de [A*D*] ;
en conséquences, Q) X et Y sont confondus
2 la et 1d passent par le milieu de [A*D*].

e Conclusion : 1a et 1d se coupent sur (BC).

Enoncé traditionnel :  les cercles pédaux de deux sommets d'un quadrilatére se coupent en un méme point
sur le "cote" joignant les deux autres sommets.

Scolie : (BCX) est la médiatrice de [A*D*].

6. Les quatre cercles pédaux d'un quadrilatere

VISION

Figure :

19



Traits :

Donné :

et

ABCD un quadrilatere,

1,J, K les pieds des perpendiculaires abaissées de A resp. sur (BC), (CD), (DB),
L, M, N les pieds des perpendiculaires abaissées de B resp. sur (CD), (DA), (AC),
O,P,Q les pieds des perpendiculaires abaissées de C resp. sur (DA), (AB), (BD),
R,ST les pieds des perpendiculaires abaissées de D resp. sur (AB), (BC), (CA),
la, 1b,1c, 1d les A, B, C, D-cercles pédaux de ABCD.

1a, 1b, 1c et 1d sont concourants.

VISUALISATION

20



¢ Notons A* I'isogonal de A relativement au triangle BCD,
B* I'isogonal de B relativement au triangle CDA,

c* I'isogonal de C relativement au triangle DAB

et D* I'isogonal de D relativement au triangle ABC.

e D'aprés A. Il. 5. Intersection de deux cercles pédaux d'un quadrilatére,
mutatis mutandis, nous montrerions que

@ la et 1b passent par le milieu de [A*B*]
1b et 1c passent par le milieu de [B*C*]
1c et 1d passent par le milieu de [C*D*]
1d et 1a passent par le milieu de [D*A*].

2 la et 1c passent par le milieu de [A*C*]
1b et 1d passent par le milieu de [B*D*].

e Conclusion : daprés A. Il. 2. Les quatre cercles des milieux d'un quadrilatere appliqué A*B*C*D*,
1a, 1b, 1c et 1d sont concourants.

e Notons Po ce point de concours.

Enoncé traditionnel - les cercles pédaux de chaque sommet d'un quadrilatére relatif au triangle déterminé
par les trois autres sommets, sont concourants.

21
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Scolies : 1) sous le point de vue des cercles pédaux, Po est "le point de Poncelet de ABCD".

(2) Des médiatrices

(BC) est la médiatrice de [D*A*]
(CD) est la médiatrice de [A*B*]
(DA) est la médiatrice de [B*C*]
(AB) est la médiatrice de [C*D*]
(AC) est la médiatrice de [B*D*]
(BD) est la médiatrice de [C*A*].

% % 3k X %

Note historique : ce résultat attribué dans la littérature géométrique a Jean-Victor Poncelet® a été
angulairement traité en 1929 par Roger Arthur Johnson®. L'auteur précise qu'il n'a pas
constaté la présence de cercles pédaux dans l'article de Brianchon-Poncelet.

Ce méme résultat a été proposé en 1986 par Igor Federovitch Sharygin® dans son livre
Problemas de geometria et rappelé en 1999 par E. M. Schréder® en utilisant une
conique.

Une courte biographie de Jean-Victor Poncelet :

Le vrai créateur de la géométrie supérieure #

Jean Victor Poncelet* est né le 1 juillet 1788 a Metz (Lorraine, France).

Enfant illégitime de Claude Poncelet et de Anne-Marie Perrein, Jean-Victor est le fils d'un riche propriétaire
terrien et avocat au parlement de Metz. Du fait de la nature de sa naissance, il est mis en nourrice au cours de sa
premiére année dans la famille Olier a Saint-Avold, une ville proche de Metz. Apreés le mariage de son avec sa
mere, Jean-Victor retrouve sa vraie famille mais reste auprés de sa chaleureuse famille d'accueil jusqu'en 1804.
Eléve du Lycée de Metz en classe préparatoire, il entre en 1807 a I'Ecole polytechnique ou il suit les cours de
géométrie de Carnot et de Monge qui lui permettent de redécouvrir les idées de Desargues. De santé fragile, il
manque la plupart des cours de troisieme année. Promu officier en 1810 a I'age de 22 ans, il poursuit durant deux
années ses études a I'Ecole d'Application de Metz.

Promu lieutenant a la sortie, il rejoint I'armée de Napoléon et se voit confier la tache de fortifier la ville de
Rammekens (Pays-Bas) sur I'fle de Walcheren situer a I'estuaire de I'Escaut. En juin 1812, il rejoint la Grande
Armée de Napoléon a Vitepsk (Lituanie) lors de la campagne de Russie. Le 18 ao(t 1812, il est a Smolensk
(Biélorussie) et commence a entreprendre la construction de ponts sur le Dniepr. Il passe ensuite cinq semaines
dans la ville dévastée de Moscou avant la retraite décidée par Napoléon le 19 octobre. Durant cette retraite, il est

2 Brianchon C. J., Poncelet J.-V., Recherche sur la détermination d'une hyperbole équilatére au moyen de quatre conditions

données, Annales de Mathématiques pures et Appliquées (1821-1822) 223-25 ;
Annales Mathématiques de Montpellier vol. XI (01/01/1821) 504-516 ; théoréme IX, p. 512.

2 Johnson R. A, Advanced Euclidean Geometry, Dover, New York, 1960 (from 1929 original) 240-243.
4 Sharygin I. F. (?-2004), Problemas de geometria, Editions Mir, Moscou (1986), probléme I1. 212 p. 112.
Z Schroder, E. M., Zwei 8-Kreise-Sétze fir Vierecke, Mitt. Math. Ges. Hamburg 18, 105-117, 1999.
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Salmon G., Coniques.
University of St Andrews ; http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html.
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fait prisonnier par I'armée de Kutuzov, le 19 novembre 1812 prés de la ville de Smolensk. Commence alors pour
lui cing mois d'une marche de 800 km durant le terrible hiver de 1812-1813 pour rejoindre a travers les steppes
Saratov (Russie) sur la VVolga ou il est emprisonné. Durant les deux années de captivité ou il sera "privé de toute
espece de livres et de secours, surtout distrait par les malheurs de sa patrie et les miens propres”, il met au point
ses idées sur les propriétés projectives des figures.

De retour a Metz en juin 1814, il travaille en tant qu'officier de génie. Entre 1817 et 1819, il écrit un mémaoire sur
La théorie générale des polaires réciproques donnant ainsi naissance a la géométrie supérieure i.e. a la géométrie
des transformations. En 1821, il prouve que le triangle orthique et médian ont le méme cercle circonscrit.
L'année suivante, il publie le célebre Traité des propriétés projectives des figures dans laquelle il introduit des
éléments imaginaires, "la droite a I'infini", en s'appuyant sur le principe de continuité :

si, une figure se déduit d'une autre par un changement continu et
si, la seconde est aussi générale que la premiére
alors, toute propriété de la premiére figure est nécessairement aussi une propriété de la seconde.
En 1825, il devient professeur & I'Ecole d'application de Metz qu'il quitte en 1835 pour aller & Paris enseigner a la

faculté des sciences. Nommé général, il prend le commandement de I'Ecole polytechnique.
Il décéde le 22 décembre 1867 a Paris (France).

I1l. LE POINT D'EULER - PONCELET D'UN QUADRILATERE

1. Un cercle pédal passant par le point d'Euler d*un quadrilatére
VISION

Figure :



Traits :

et

Donné :

ABCD un quadrilatere,
Eu le point d'Euler de ABCD
la le A-cercle pédal de ABCD.

1a passe par Eu.

VISUALISATION #
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de l'auteur.
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¢ Notons l,J, K les pieds des perpendiculaires abaissées de A resp. sur (BC), (CD), (DB),
P le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur (AB),
R le pied de la perpendiculaire abaissée de D sur (AB),
1,2 les cercles d'Euler resp. des triangles ABD, ABC,
A le milieu de [AB]
et 3,4 les cercles de diamétre resp. [AC], [AD].
e Scolies : 1) la passe par I, J et K

(2 1 et 2 se coupent en A' et Eu.

o D'aprés Thales "Triangle inscriptible dans un demi cercle", (1) I, Jet P sontsur3
(2) J, Ket R sont sur 4.

o D'aprés Lebesgue "Le théoréme des cing cercles” * (Cf. Annexe 7) appliqué a 4, 1, 2 et 3,
J, K, Eu et | sont cocycliques i.e. sur la.

e Conclusion : 1a passe par Eu.

Commentaire : ce résultat a été prouvé angulairement par Roger Arthur Johnson?.

2. Point d'Euler et point de Poncelet d'un quadrilatere

= Ayme J.-L., Du théoréme de Reim au théoreme des six cercles, G.G.G. vol. 2, p. 6-8 ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/.
21 Johnson R. A, Advanced Euclidean Geometry, Dover, New York, 1960 (from 1929 original) n° 397, p. 242.
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VISION
Figure :
//
" 1c

Traits : ABCD un quadrilatere,

Eu le point d'Euler de ABCD,

la,1b, 1c, 1d les A, B, C, D-cercle pédaux de ABCD

et Po le point de Poncelet de ABCD.

Donné : Po et Eu sont confondus.

VISUALISATION

e Mutatis mutandis, nous montrerions que

e Daprés A. Il. 6. Les quatre cercles pédaux d'un quadrilatere,

e Conclusion : Po et Eu sont confondus.

1b passe par Eu
1c passe par Eu
1d passe par Eu.

1a, 1b, 1c et 1d sont concourants en Po.

26
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Note historique : d'aprés Georges Fontené?®, ce résultat semble étre trés connu en 1905.
Ce résultat de Jean-Victor Poncelet® que l'auteur n'a pas rencontré dans la référence
citée, a été angulairement traité en 1929 par Roger Arthur Johnson® et (re)démontré
en 1999 par E. M. Schréder® en utilisant une conique.

Scolie : Po est le point d'Euler-Poncelet de ABCD
ou plus brievement
le point de Poncelet de ABCD.

B. ETUDE D'UNE FIGURE

I. LE POINT DE DEPART

1. Le premier cercle de Brianchon-Poncelet

VISION

Figure :

Traits : ABCD un quadrilatere,
Po le point d'Euler-Poncelet de ABCD,
E,F,G les points d'intersection de (AC) et (BD), de (AD) et (BC), de (AB) et (CD),

2 Fontené G., Extension du théoreme de Feuerbach, Nouvelles Annales 5 (1905) 504-506.

2 Brianchon C. J., Poncelet J.-V., Recherche sur la détermination d'une hyperbole équilatére au moyen de quatre conditions
données, Annales de Mathématiques pures et Appliquées (1821-1822) 233-25 ;
Annales Mathématiques de Montpellier vol. XI (01/01/1821) 504-516 ; théorémes VIl et IX, p. 511-512.

S0 Johnson R. A, Advanced Euclidean Geometry, Dover, New York, 1960 (from 1929 original) 240-243.

8 Schroder, E. M., "Zwei 8-Kreise-Sétze fur Vierecke." Mitt. Math. Ges. Hamburg 18, 105-117, 1999.
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et 0 le cercle circonscrit du triangle XYZ.

Donné : 0 passe par Po.*

Commentaire : Jean-Pierre Ehrmann® a communiqué au site Hyacinthos l'article de
Brianchon-Poncelet dans lequel une hyperbole équilatere et le concept de polaire
permet de résoudre cette question.

N'ayant pu trouver une preuve élémentaire, l'auteur se lance dans une recherche...
Pour cela, une nouvelle notation de la figure est nécessaire.

Une courte biographie de Charles-Julien Brianchon

Charles Julien Brianchon est né a Sevres, le 19 décembre 1783.
En 1804, il entre & I'Ecole Polytechnique ol il devient I'éléve de Monge.
En 1806, alors qu'il est toujours éléve, il publie dans le XII-iéme cahier du Journal de I'Ecole, le théoréme qui
aujourd'hui porte son nom, apres avoir rétablit le théoreme oublié de Pascal. Sorti premier de Polytechnique, il
entre dans la carriere militaire en devenant lieutenant d'artillerie. Participant a la campagne du Portugal et
d'Espagne sous Napoléon, il quitte I'armée pour cause de santé et occupe un poste d'enseignant. Apres cing
années de galére, il trouve finalement un poste de professeur a I'Ecole d'Avrtillerie de Vincennes. C'est entre 1816
et 1818 qu'il écrit un grand nombre d'articles. En 1817, il est promu capitaine d'artillerie.
Il décede a Versailles, le 29 avril 1864.

2. Une notation symétrique

VISION

Figure :

&2 Brianchon C. J., Poncelet J.-V., Recherche sur la détermination d'une hyperbole équilatére au moyen de quatre conditions

données, Annales de Mathématiques pures et Appliquées (1821-1822) 233-25 ;

Annales Mathématiques de Montpellier vol. XI (01/01/1821) 504-516 ; théoréme V1, p. 510.

Ehrmann J.-P., Nine Circles Concur with nine points circle, Message Hyacinthos # 12500 du 26/03/2006 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ ; http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/files/.
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///

1c

Traits : ABCD
Ad, Ab, Ac
Ba, Bc, Bd
Cb, Cd, Ca
Dc, Da, Db
1a, 1b, 1c, 1d
Po
A*, B* C* D*

et DR Zami e

Donné : approfondir.

Il. ALIGNEMENTS ET INTERSECTIONS

1. Premieres perpendicularités

un quadrilatere,

les pieds des perpendiculaires abaissées de A sur (BC), (CD), (DB),
les pieds des perpendiculaires abaissées de B sur (CD), (DA), (AC),
les pieds des perpendiculaires abaissées de C sur (DA), (AB), (BD),
les pieds des perpendiculaires abaissées de D sur (AB), (BC), (CA),
les A, B, C, D-cercles pédaux de ABCD,

le point d'Euler-Poncelet de ABCD,

les symétriques de A, B, C, D

par rapport aux centres de 1a, 1b, 1c, 1d

les seconds points d'intersection de la et 1b, de 1b et 1c, de 1c et 1d,
de 1d et 1a, de 1la et 1c, de 1b et 1d.
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VISION

Figure :

B*

Traits : les hypotheses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : (AB) est perpendiculaire & (Y*V*).

VISUALISATION

o D'aprés A. Il. 6. Les quatre cercles pédaux d'un quadrilatére,
d'aprés Thalées "La droite des milieux" appliqué au triangle B*C*D¥*,
d'apres I'axiome 1Va des perpendiculaires,

e Conclusion : (AB) est perpendiculaire a (Y*V¥*).

Scolie : autres perpendicularités

(AB) L (C*D*);
(C*D*) I (Y*V*) ;
(AB) L (Y*V*).
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e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

2. Premiers alignements

Figure :

VISION

(BC)
(CD)
(DA)
(AC)
(BD)

L (X*V*)
L (Y*U*)
L (Z*V*)
L (Y*Z*)

L (X*Y™).
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B*

Traits :

Donné :

les hypotheses et notations sont les mémes que précédemment.

Ac, Bd et X* sont alignés.

VISUALISATION
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B*

e Notons lab le cercle de diamétre [AB] ; il passe par Bc, Ac, Bd et Ad.
e Scolie: (BBd) , (B*D¥*) et (X*T*) sont paralléles entre elles.
e Conclusion : les cercles 1ab et 1a, les points de base Ad et Ac, les paralleles (BBd) et (T*X*),

conduisent au théoréeme 0’ de Reim ;
en conséquence, Bd, Ac et X* sont alignés.

Scolies : 1) autres alignements
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B*

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que Bd, Ca et Y* sont alignés
Ca, Db et Z* sont alignés
Db, Ac et T* sont alignés
Ab, Cd et U* sont alignés
Bc, Da et V* sont alignés.

(2) Autres alignements

34



B*

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

)

Un rappel

Ad, Bc et X* sont alignés
Ba, Cd et Y* sont alignés
Cb, Da et Z* sont alignés
Dc, Ab et T* sont alignés
Ad, Cb et U* sont alignés

Ba, Dc et V* sont alignés.

e Conclusion : daprés A. Il. 5. Intersection de deux cercles pédaux d'un quadrilatere, C, D et X* sont alignés

(4)

Deux triangles en perspective

D, A et Y* sont alignés
A, B et Z* sont alignés
B, C et T* sont alignés
B, D et U* sont alignés
A, C et V* sont lignés.
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B*

CXboyr \

e Conclusion : les triangles BcBdBa et AdAcAb sont en perspective de centre X*

les triangles CdCaChb et BaBdBc sont en perspective de centre Y*
les triangles DaDbDc et CbCaCd sont en perspective de centre Z*
les triangles AbAcAd et DcDbDa sont en perspective de centre T*
les triangles AbAcAd et CdCaCb sont en perspective de centre U*
les triangles BcBdBa et DaDbDc sont en perspective de centre V*.

3. Premiéres intersections sur un cercle pédal d'un quadrilatéere

Figure :

VISION
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B*

Traits :

Donné :

aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
Xa le point d'intersection de (AcBc) et (AbCh).

Xa est sur la.

VISUALISATION
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B*

¢ Notons lac le cercle de diametre [AC] ; il passe par Ab, Cb, Cd et Ad ;

o D'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles™ (Cf. Annexe 8) appliqué a 1a, 1ab et lac concourants en Ad,
(AcBc) et (AbCb) se coupent sur 1a.

e Conclusion : Xa est sur la.

Scolie : autres intersections



B*

¢ Notons Xb le point d'intersection de (BdCd) et (BcDc)
Xc le point d'intersection de (CaDa) et (CdAd)
Xd le point d'intersection de (DbAD) et (DaBa).
e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que Xb est sur 1b

Xcestsur lc
Xd est sur 1d.

4. Deuxiémes intersections sur un cercle pédal d'un quadrilatere

VISION

Figure :
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_— 1c

Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
X'a le point d'intersection de (AcDc) et (AdCd).

Donné : X'a est sur la.

VISUALISATION
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e Notons

lad

le cercle de diameétre [AD] ; il passe par Ab, Ac, Db et Dc ;

41

o D'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles™ (Cf. Annexe 8) appliqué a 1a, lac et 1ad concourants en Ab,
(AcDc) et (AdCd) se coupent sur 1a.

e Conclusion ;: X'aestsur la.

Scolies :

()

autres intersections



— 1c
e Notons X'b le point d'intersection de (BdAd) et (BaDa)
X'c le point d'intersection de (CaBa) et (CbAb)
Xd le point d'intersection de (DbCb) et (DcBc).
e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que X'b est sur 1b

X'cestsurlc
X'd est sur 1d.

2 Figure récapitulative des intersections
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5. Premiéres médiatrices

Figure :

VISION

43



Xa'

la

N lae C

/
/ - >
AR Xd

/

/ *
X|a / D

1c

Traits :

Donné :

les hypotheses et notations sont les mémes que précédemment

(X*BcAd) est la médiatrice de [XaX'b].

VISUALISATION
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C*

Commentaire :

Une premiere chasse angulaire a 2T pres :

d'apres B. II. 3. Premiéres intersections,
d'apres "Le théoreme de I'angle inscrit",
d'apres B. II. 2. Des alignements,

d'aprés "Le théoreme de I'angle inscrit",
d'aprés B. II. 4. Deuxiemes intersections,
par transitivité de la relation =,

Une seconde chasse angulaire a 2 IT pres :
d'aprés B. II. 2. Des alignements,

d'aprés "Le théoréme de l'angle inscrit",
d'apres B. Il. 3. Premiéres intersections,
le quadrilatere BcAcBdAd étant cyclique,
d'apres B. II. 3. Premiéres intersections,
d'apres B. II. 2. Des alignements,

par transitivité de la relation =,

En conséquence,

D'apres le théoréme "angle-c6té-angle",
nous avons :

<AdXaBc = <AdXaAc ;
<AdXaAc = <AdX*Ac ;
<AdX*Ac = <BcX*Bd ;
<BcX*Bd = <BcX'bBd ;
<BcX'bBd = <BcX'dAd ;
<AdXaBc = <BcX'dAd.

<BcAdXa = <X*AdXa ;
<X*AdXa = <X*AcXa
<X*AcXa = <X*AcBc
<X*AcBc = <BdAdBc ;
<BdAdBc = <X'dAdBc
<X'dAdBc = <X'dAdX*
<BcAdXa = <X'dAdX*.

<XaBcAd = <AdBcX'b.

les triangles XaBcAd et B*BcAd sont égaux ;

BcXa =BcX'b
AdXa = AdX'b.

nous allons montrer que les triangles XaBcAd et B*B¢cAd sont égaux.

45



e Conclusion : d'aprés le théoreme de la médiatrice,

Scolie :

autres médiatrices

(X*BcAd) est la médiatrice de [XaX'b].

B* .

Xa

la

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

6. Deuxiémes alignements et deuxiémes médiatrices

Figure :

VISION

(Y*CdBa) est la médiatrice de [XbX'c]
(Z2*DaCb) est la médiatrice de [XcX'd]
(T*AbDc) est la médiatrice de [XdX'a].
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Xa

la

B*

Traits :

Donné :

les hypothéses et notations sont les mémes que précédemment.

X'a, Xb et X* sont alignés.

VISUALISATION
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B*
— N
\
\
\
///
//
/// 1C
Xa
la
¢ Notons 1 le A-cercle d'Euler de ABCD ; il passe par Ac, Bc, Dc et Po.

e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué a 1a, 1b et 1 concourants en Po,  X'a, Xb et X* sont alignés.

Scolies : 1) autres deuxiemes alignements

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que  X'b, Xc et Y* sont alignés
X'c, Xd et Z* sont alignés
X'd, Xa et T* sont alignés.

(2) (AB) est la médiatrice de [X'aX*]



B*

la

X'a

-

o Nous allons montrer que

e Une chasse angulaire a 2. IT prés :
d'apres B. II. 4. Deuxieme intersection sur un cercle pédal,
d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit",
d'apres B. II. 2. Premiers alignements,

d'apres "Le théoréme de I'angle inscrit",
d'aprés B. II. 3. Premiére intersection sur un cercle pédal,

par transitivité de la relation =,

les triangles X'aCdDc et XbCdDc sont égaux.

<CdX'aDc = <AdX'aAc ;
<AdX'aAc = <AdX*Ac ;
<AdX*Ac = <BcX*Ac ;
<BcX*Ac = <BcX*Bd ;
<BcX*Bd = <BcXbBd ;
<BcXbBd = <DcXbCd ;
<CdX'aDc = <DcXbCd.
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B*
\
\
\\
///
///// lC
la
Xa~« D*

Une chasse angulaire a 2. TT prés :

d'apres B. II. 4. Deuxieme intersection sur un cercle pédal, <DcCdX'a = <ACdAd ;

d'apres "Le théoreme de I'angle inscrit", <ACdAd =<ACAd;

par hypotheses, <ACAd =<BdCB;

d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit", <BdCB =<BdChB;

d'aprés B. II. 3. Premiére intersection sur un cercle pédal,
par transitivité de la relation =,

En conséquence,

D'aprés "Le théoreme angle-c6té-angle",

en conséquence,

Conclusion : d'aprés "Le théoreme de la médiatrice",

(3) Autres deuxiemes médiatrices

<BdCbB =<XbCdDc;
<DcCdX'a = <XbCdDc.

<X'aDcCd = <XbCdDc.
les triangles X'aCdDc et XbCdDc sont égaux ;
DcX'a = DcXb
CdX'a = CdXb.

(AB) est la médiatrice de [X'aXb].
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X'a

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que  (BC) est la médiatrice de [X'bXc]

(4)

(CD) est la médiatrice de [X'cXd]
(DA) est la médiatrice de [X'dXa].

Figure récapitulative des secondes médiatrices
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7. Troisiemes intersections sur un cercle pédal d'un quadrilatére

VISION

Figure :
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Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
X"a le point d'intersection de (AbDb) et (AdBd).

Donné : X"a est sur la.
VISUALISATION
o D'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles” (Cf. Annexe 8) appliqué a 1a, 1ab et 1ad concourants en Ac,

(AbDb) et (AdBd) se coupent sur 1a.

e Conclusion : X"a estsur la.

Scolies : 1) autres intersections



e Notons X"b le point d'intersection de (BCAc) et (BaCa)
X"c le point d'intersection de (CdBd) et (ChDb)
X"d le point d'intersection de (DaCa) et (DcAc).

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que X"b est sur 1b
X"cestsur lc
X"d est sur 1d.

(2) Figure récapitulative
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8. Troisiemes alignements et troisiemes médiatrices

VISION

Figure :
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Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons

Donné : X"a, X"c et U* sont alignés.

VISUALISATION
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\\
///
,///
— 1c

¢ Notons 4 le D-cercle d'Euler de ABCD ; il passe par Db, Ab, Cb et Po.
e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)

appliqué a 1a, 1c et 4 concourants en Po, X"a, X"c et U* sont alignés.

Scolies : 1) autre troisieme alignement
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B*

X'c

~ Xb ¥

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

)

(X*AcBd) est la médiatrice de [X"aX"b]

X"b, X"d et V* sont alignés.
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Nous allons montrer que

Une premiere chasse angulaire a 2T pres :
le quadrilatere XaAcX"aAd étant cyclique,
d'aprés "Le théoréme de l'angle inscrit",
d'aprés B. II. 2. Premiers alignements,
d'aprés "Le théoréme de l'angle inscrit",
d'aprées B. Il. 7. Troisiémes intersections,
par transitivité de la relation =,

Une seconde chasse angulaire & 2 IT pres :
d'aprés B. II. 7. Troisiémes intersections,
le quadrilatere AcBdAdBc étant cyclique,
d'aprés B. II. 7. Troisiémes intersections,
d'apres "Le théoreme de l'angle inscrit",
d'apres B. II. 2. Premiers alignements,
par transitivité de la relation =,

En conséquence,

D'aprés "Le théoreme angle-coté-angle”,
nous avons :

les triangles X"aAcBd et X"bAcBd sont égaux.

<BdX"aAc = <AdXaAc ;
<AdXaAc = <AdX*Ac;
<AdX*Ac =<BcX*Bd ;
<BcX*Bd = <BcX"bBd ;
<BcX"bBd = <AcX"bBd ;
<BdX"aAc = <AcX"dBd.

<AcBdX"a = <AcBdAd ;
<AcBdAd = <AcBcX*;
<AcBcX* = <X"bBcX*;
<X"bBcX* = <X"bBdX* ;
<X"pBdX* = <X"bBdAc ;
<AcBdX"a = <X"bBdAc.

<X"aAcBd = <BdAcX"b.

les triangles X"aAcBd et X"bAcBd sont égaux ;

BdX"a = BdX"b
AcX"a = AcX"b.
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e Conclusion : d'aprés "Le théoreme de la médiatrice", (X*AcBd) est la médiatrice de [X"aX"b].

3) Autres troisiemes médiatrices

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que  (Y*BdCa) est la médiatrice de [X"bX"c]
(Z*CaDb) est la médiatrice de [X"cX"d]
(T*DbAc) est la médiatrice de [X"dX"a].

4) (AC) est la médiatrice de [X"aX"c]

Commentaire : nous allons montrer que les triangles X"aDbBd et X"cDbBd sont égaux.
Une premiere chasse angulaire a 2 T pres :

le quadrilatere AbX"aAdXa étant cyclique <BdX"aDb = <AdXaAb ;

d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit", <AdXaAb =<AdX*Ab;

le quadrilatere AdXaAbU* étant cyclique <AdX*Ab = <AdU*Cd ;

le quadrilatere CbU*CdXc étant cyclique <AdU*Cd =<CbXcCd;

le quadrilatere CdXcChX"c étant cyclique, <CbXcCd =<DbX"cCd ;

par transitivité de la relation =, <BdX"aDb = <DbX"cCd.
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X'c
B*
Xb y*
Xb
b C*
Cb X"b X
X"c
1be
Ab
X* 2 Da
’ Ca
C le
Z*
Dc \ B
Ad <d
X"d
lab
1d
Xa
A% xd
Ia T:Ic
X'a D*

e Une seconde chasse angulaire a 2T prés :
d'aprées B. II. 7. Troisiémes intersections,
d'aprés "Le théoréme de l'angle inscrit",
d'apres "Le théoréme des angles opposés”,
d'aprés "Le théoréme de l'angle inscrit",
d'aprés "Le théoreme des angles opposés”,
par transitivité de la relation =,

e En conséquence,
e D'aprés "Le théoréeme angle-c6té-angle",
nous avons :
e Conclusion : d'aprés "Le théoréeme de la médiatrice",
(5) Autre troisieme médiatrice

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

<DbBdX"a = <ABdAd

<ABdAd =<ABAd;
<ABAd =<CdBC;
<CdBC =<CdBdC;
<CdBdC =<X"cBdDb;

<DbBdX"a = <X"cBdDb.

<X"aDbBd = <BdDbX"b.

les triangles X"aDbBd et X"cDbBd sont égaux ;
BdX"a = BdX"c

AcX"a = AcX"c.

(AC) est la médiatrice de [X"aX"c].

(BD) est la médiatrice de [X"bX"d].



9. Segments égaux

Figure :

VISION

B*

XD

/
>

D*

C*

Traits :

Donné :

les hypotheses et notations sont les mémes que précédemment.

X*Xa = X*X"b.

VISUALISATION
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X'a

e D'aprés B. Il. 6. Deuxiemes mediatrices,
en conséquence,

e Une chasse angulaire a 2. IT prés :
d'aprés B. II. 7. Troisiémes intersections,
d'aprés "Le théoreme de I'angle inscrit",
d'aprés B. II. 3. Premiéres intersections,
le triangle DcX'aXb étant Dc-isocele,
d'aprées B. II. 6. Deuxiemes médiatrices,
d'apres B. Il. 3. Premiéres intersections,
d'aprés "Le théoréme de l'angle inscrit",
d'aprées B. II. 7. Troisiémes intersections,
par transitivité de la relation =,

en conséquence,

e Conclusion : X*Xa=X*X"b

Scolies : 1) des segments égaux

e Conclusion : d'aprés B. Il. 8. Troisiemes médiatrices,

(ADcB) est la médiatrice de [X'aX*Xb] ;
le triangle DcX'aXb est Dc-isocéle.

<X"pXaX* = <AcXaX* ;
<AcXaX* = <AcX'aX*;
<AcX'aX* = <DcX'aX* ;
<DcX'aX* = <X'aXbDc ;
<X'aXbDc = <X*XbDc ;
<X*XbDc = <X*XbBc ;
<X*XbBc = <X*X"bBc ;
<X*X"bBc = <X*X"bXa ;
<X"pXaX* = <X*X"bXa ;

le triangle X*XaX"b est X*-isocele.

X*Xa = X*X"b = X*X"a
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2) Autres segments égaux

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que Y*Xb = Y*X"c = Y*X"b
Z*Xc = Z2*X"d = Z*X"c
T*Xd = T*X"a = Z*X"d.

10. Intersection sur un cercle d'Euler d'un quadrilatere

VISION

Figure :
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Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
Yda le point d'intersection de (BaBc) et (CbCa),
et 3 le C-cercle d'Euler de ABCD.
Donné : Yda est sur 3.

VISUALISATION
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///// 1C
¢ Notons 1bd, 1cd les cercles de diameétres resp. [BD], [CD].
e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle BcChYa avec D sur (BcCh), Ca sur (BcYa) et Ba sur (YaBc)

et aux cercles 1bd, 1cd et 3 concourants en Da,
Yda est sur 3.

Scolies : 1) une deuxieme intersection
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¢ Notons Ydb le point d'intersection de (CbCa) et (AcAb),
lcd, lad les cercles de diamétres resp. [CD], [AD]
et 4 le D-cercle d'Euler de ABCD.
e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle CaAcYb avec D sur (CaAc), Ca sur (AcYb) et Ba sur (YbCa)
et aux cercles 1cd, 1ad et 4 concourants en Db,
Ydb est sur 4.

2 Une troisiéme intersection
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//
/
- 1c
¢ Notons Ydc le point d'intersection de (AcAb) et (BaBc),
lad, 1bd les cercles de diamétres resp. [AD], [BD]
et 1 le A-cercle d'Euler de ABCD.
e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles” (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle AbBaYc avec D sur (AbBa), Bc sur (BaYc) et Ac sur (YcAb)

et aux cercles 1ad, 1bd et 1 concourants en Dc,
Ydc est sur 1.

3) Le D-triangle de Quang Tuan Bui



X'c \
B*
\ Xc
,///
— 1c
Xa
Définition : YdaYdbYdc est le D-triangle de Bui relativement a ABCD". *
(4) Les trois autres triangles de Bui
Notons Yab le point d'intersection de (CbCd) et (DcDb),
Yac le point d'intersection de (DcDb) et (BdBc),
et Yad le point d'intersection de (BdBc) et (CbhCd).
Par définition, YabYacYad est le A-triangle de Bui relativement a ABCD.
Notons Ybc le point d'intersection de (DcDa) et (AdAc),
Yhd le point d'intersection de (AdAc) et (CaCd),
et Yba le point d'intersection de (CaCd) et (DbDa).
Par définition, YbcYhbdYba est le B-triangle de Bui relativement a ABCD.
Notons Ycd le point d'intersection de (AdAb) et (BaBd),
Yca le point d'intersection de (BaBc) et (DbDa),
et Yab le point d'intersection de (DbDa) et (AdAb).

Par définition,

YcdYcaYab est le C-triangle de Bui relativement a ABCD.

34

Bui Quang tuan, Nine Circles Concur with nine points circle, Message Hyacinthos # 12403, 12498 du 16 et 26/03/2006 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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11. Le D-triangle de Bui et le triangle X'dX'dXd

VISION

Figure :

Traits : les hypotheses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : YdaYdbYdc est homothétique a X'dX"dXd.

VISUALISATION
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X'c

B*

A
Xa
X'a
e Notons lad le cercle de diamétre [AD] ; il passe par Ab, Ac, Db et Dc.
o D'aprées B. II. 3. Premiére intersection sur un cercle pédal, Ab, Db et Xd sont alignés ;
d'apres B. Il. 7. Troisiéme intersection sur un cercle pédal, Ac, Dc et X"d sont alignés.

e Lescercles lad et 1d, les points de base Db et Dc, les moniennes (AbDbXd) et (AcDcX"d),
connduisent au théoreme 0 de Reim ; il s'en suit que (AbAC) /I (XdX"d) i.e. (YdbYdc)// (XdX"d).

e Mutatis mutandis, nous montrerions que (YdcYda) // (XdX'd)

71

(YdaYdb) // (X'dX"d).

Conclusion : YdaYdbYdc est homothétique a X'dX"dXd.

Commentaire : nous préciserons le centre de cette homothétie dans la partie suivante.

Scolie : mutatis mutandis, nous montrerions que YabYacYad est homothétique & X'aX"aXa
YbcYbdYba est homothétique a X'bX"bXb
YcdYcaYab est homothétique a X'cX"cXc.



I1l. LES POINTS DE PONCELET ET DE FONTENE

1. Un alignement

VISION
Figure :
B*
C*
J Z*
) -
Traits : aux hypotheéses et notations précédentes, nous ajoutons
I le milieu de [AB]
et Hd, Hc les C, D-points d'Euler de ABD, ABC
Donné : X*, Hd, Hc et Po sont alignés. *

VISUALISATION

35 Résultat de l'auteur.
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B*

C*

.Z*

) -

e Lescercles 1 et 2, les points de base | et Po, la moniennes (DclCd), les paralléles (DcHd) et (CdHc),
conduisent au théoréme 0" de Reim ; en consequence,

e Scolie :

(HdHc) passe par le point de Poncelet de ABCD.

Hd, Po et Hc sont alignés.
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B*

C*

.Z*

) -

Notons lad le cercle de diamétre [AD].

D'apres Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle X*AcHd avec Ab sur (X*Ac), Dc sur (AcHd)
et aux cercles 1a, lad et 1 concourants en Ac,

X*, Hd et Po sont alignés.

Conclusion : d'aprés I'axiome d'incidence la,  X*, Hd, Hc et Po sont alignes.

Scolie : deux paralléles
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B*

Y*

C*

.Z*

) -

¢ Nous savons que % Ac, Bd et X* sont alignés
X (DHd) // (CHc).
¢ Notons B le point d'intersection de (AC) et (BD),
et ES le point d'intersection de (AcHd) et (HcBd).

Conclusion : d'aprés Desargues "Le théoréme des deux triangles” (Cf. Annexe 9),
les triangles CBdHc et DAcHA étant en perspective de centre X*, (EE") /I (CHc).

2. Avec l'isogonal D* de D relativement a ABC

VISION

Figure :
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B*

Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
2 le cercle d'Euler de ABC
et Po* le second point d'intersection de 2 avec 1d.
Donné : Po* est le point de Poncelet de ABCD*.

VISUALISATION

o D'aprés Mathieu "The pedal circle theorem" (Cf. Annexe 6),
Q) 1d est le D-cercle pédal de ABCD*
2 le centre de 1d est le milieu de [DD*].
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B*
e Notons il le cercle d'Euler de D*AB,
Hd* le D*-point d'Euler de D*AB
et I' le second point d'intersection de 1* et 1.

e Lescercles 1et1*, les points de base I et I', la moniennes (DclZ*), les paralleles (DcHd) et (Z*Hd*),

conduisent au théoréme 0' de Reim ; en conséquence,

Hd, I' et Hd* sont alignés.
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B*

D*

o Nous savons que

e D'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué aux cercles 1*, 1 et 2 concourants en |,
(Hd*Hc) passe par le second point d'intersection de 1* et 2,

o La figure étant en position générale,

e Conclusion : Po* est le point de Poncelet de ABCD*.

3. Le point de Fontené

VISION

Figure :

i.e.

Hd, Po et Hc sont alignés.

le point de Poncelet de ABCD*.

ce point est Po*.
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B*
Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
@] le centre du cercle circonscrit de ABC,
JM les milieux resp. de [BC], [AC]
et L le point d'intersection (JM) et (DaDb).
Donné : Po* est le point de Fontené de O et D relativement au triangle ABC.
VISUALISATION
o D'aprés "Le premier théoreme de Fontené"*, (DcL) passe par I'un des points d'intersection de 1d et 2
i.e. par Po ou Po*.
e Attention : l'auteur n'a pas trouvé une preuve simple permettant de montrer que (DcL) passe par Po*.

e Conclusion : Po* est le point de Fontené de O et D relativement au triangle ABC.

Enoncé traditionnel -  le point de Fontené de O et D du triangle ABC
est
le point de Poncelet du quadrilatere ABCD* ;

le point de Poncelet du quadrilatere ABCD
est
le point de Fontené de O et D* du triangle ABC.

% Ayme J.-L., Les trois théorémes de Fontené, G.G.G. vol. 5 ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/.


http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/

Scolie : ce résultat permet d'apporter une réponse a une question posée par Eric Danneels .

C. CERCLES PASSANT
PAR
LE POINT DE PONCELET D'UN QUADRILATERE

I. LES AUTRES CERCLES DE BRIANCHON - PONCELET

Commentaire : ce paragraphe est une suite du B. Il. 1. Le premier cercle de Brianchon-Poncelet.

1. Unlemme
VISION

Figure :
Traits : ABCD un quadrilatere,

1,2 les cercles d'Euler resp. des triangles ABD, ABC,

I,J, L les milieux resp. de [AB], [BC], [DA],

L' le second point d'intersection de la paralléle & (BC) passant par L avec 1

et J le second point d'intersection de la paralléle a (AD) passant par J avec 2.

Donné : (J'L") passe par I. *

2 Danneels E., how to proof Fontene theorems?, Message Hyacinthos # 8794 du 08/12/2003 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
Ayme J.-L., Nice Collinear points, Mathlinks du 15/08/2009 ;
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=47&t=295577.
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VISUALISATION

e Notons X le point d'intersection de (AD) et (BC),
M, N les milieux resp. de [XA], [XB],
3 le cercle d'Euler du triangle XAB ; il passe par M, N et | ;
et E,F les pieds des A, B-hauteurs de ABC, ABD.
e Scolies : 1) 1passeparl, LetF
2 2 passe par I, JetE
e D'aprés Thalés "La droite des milieux" appliqué a XAB, (MI) /I (XCB);
par hypothese, (XCB) / (LL" ;
par transitivité de la relation //, (MI1) /7 (LLY).
e Lescercles 3 et 1, les points de base F et I, la monienne (MFL), (les paralleles (M) et (LL"),
conduisent au théoréme 3" de Reim ; en conséquence, (IL") est tangente & 3 en I.
e Mutatis mutandis, nous montrerions que (1)) est tangente a3 en | ;
en conséquence, (13" et (IL") sont confondues.

e Conclusion : (J'L") passe par I.

Note historique : cette preuve s'inspire de celle de VVladimir Zajic plus connu sous le pseudonyme
"Yetti" sur le site Mathlinks.

2. Les trois autres cercles de Brianchon-Poncelet

VISION
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Traits : ABCD un quadrilatere,

Po le point d'Euler-Poncelet de ABCD,
J, L les milieux resp. de [BC], [AD],
Pj la paralléle & (AD) passant par J,
Pl la paralléle & (BC) passant par L
X' le point d'intersection de Pj et PI,
et 1x' le cercle passant par X', J et L.
Donné : 1x' passe par Po. *

VISUALISATION

=3 Brianchon C. J., Poncelet J.-V., Recherche sur la détermination d'une hyperbole équilatére au moyen de quatre conditions

données, Annales Mathématiques de Montpellier vol. X1 (01/01/1821) 504-516 ; théoreme VII, p. 511.



Note historique :

Notons , 2 les cercles d'Euler resp. des triangles ABD, ABC,

1
I le milieu de [AB],

I le second point d'intersection de Pl avec 1,
i le second point d'intersection de Pj avec 2.
D'aprés C. I. 1. Un lemme, (J'L") passe par I.

D'apres Miquel "Le théoreme du pivot™ (Cf. Annexe 10)
appliqué au triangle X'J'L" avec J sur (X'J"), I sur (J'L") et L sur (L'X"), 1, 2 et 1x sont concourants.

D'apres A. I. 2. Les quatre cercles d'Euler d'un quadrilatére, Po est le point de concours.

Conclusion : 1x' passe par Po.

hyperbole équilatere ; il réapparait dans la preuve du théoréme VII.

83

ce résultat est le théoréme 111 de l'article de Brianchon-Poncelet® prouvé a I'aide d'une

diagonales et les cdlés opposés du quadrilatére (Théor. V1); et il en sera
de mémo encore de chacuno des trois circonférences qui, passant par les
points milieux de deux €dtés opposés ou des deux diagonales de ce qua-
drilatére, renfermerait aussi le point oft se coupent les deux paralliles
mendes par chacun d'eux { Théor, I} au ¢dié ou 4 Ta dingonale qui ren-
ferme Vautre,

Scolies : 1) 1x" est "le X'-cercle de Brianchon-Poncelet de ABCD".

40

Brianchon C. J., Poncelet J.-V., Recherche sur la détermination d'une hyperbole équilatére au moyen de quatre conditions
données, Annales Mathématiques de Montpellier vol. X1 (01/01/1821) 504-516 ; théoreme VII, p. 506, 511.



(2) Les deux derniers cercles de Brianchon-Poncelet
1y
C
K
Y
D Po /"
N
A

L, \/ N

-’ ’ ’\

A | . B

\ )

e Notons

et

e Conclusion :

ly'
1z7'

mutatis mutandis, nous montrerions que

)
(4)

les milieux resp. de [CD], [AC], [BD]

le point d'intersection

de la paralléle a (AB) passant par K et de la parallele a (CD) passant par I,
le point d'intersection

de la paralléle a (BD) passant par M et de la parallele a (AC) passant par N,
le cercle passant par Y', I, K

le cercle passant par Z', M, N.

1y' et 17' passent par Po.
1y' et 12" sont resp. "les Y', Z'-cercles de Brianchon-Poncelet de ABCD".

Le théoréme VIII ou un résultat angulaire *

41

Brianchon C. J., Poncelet J.-V., Recherche sur la détermination d'une hyperbole équilatére au moyen de quatre conditions

données, Annales Mathématiques de Montpellier vol. X1 (01/01/1821) 504-516 ; théoreme VIII, p. 512.
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¢ Notons X le point d'intersection de (AD) et (BC).

e Conclusion : <LPoJ et <LXJ sont égaux ou supplémentaires.
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1y
X
C
v
Y
¢ Notons X, Y, Z les points d'intersection de (AD) et (BC), de (AB) et (CD), de (AC) et (BD).
e Mutatis mutandis, nous montrerions que <IPoK et <IYK sont égaux ou supplémentaires
<MPoN et <MZN sont égaux ou supplémentaires.
Il. LES CERCLES DE QUANG TUAN BUI
1. Rappels #

42 Voir B. II. 7. Troisieme intersections sur un cercle pédal, scolie 2.



Attention : l'auteur reprend les hypothéses et les notations de la partie B.

2. Les quatre premiers cercles de Bui

VISION

Figure :
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Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
et 1+ le cercle circonscrit au triangle XaX"bX'c
Donné : 1+ passe par Po. ©
VISUALISATION

o D'aprés Miquel "Le théoréme du pivot" (Cf. Annexe 10)
appliqué au triangle AcX"bCa avec Xa sur (AcX"b), X'c sur (X"bCa), U* sur (CaAc),
1a, 1+ et 1c sont concourants.
e D'aprés A. Il. 6. les quatre cercles pédaux d'un quadrilatére, la et 1c passent par Po.

e Conclusion : 1+ passe par Po.

Scolies : 1) les trois autres premiers cercles de Bui

3 Bui Q. T., Nine Circles Concur with nine points circle, Message Hyacinthos # 12403 du 16/03/2006 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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e Notons 2+, 3+, 4+ les cercles circonscrit aux triangles XbX"cX'd, XcX"dX'a, XdX"aX'b.

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que 2+, 3+, 4+ passent par Po.

Note historique : dans son premier message (# 12403) de 2006 au groupe Hyacinthos Quang Tuan Bui*
donne sans preuve les cercles 1+ et 3+.
Dans son dernier message, Bui® ajoute sans preuve les cercles 2+ et 4+.

3. Les quatre seconds cercles de Bui

VISION
Figure :
4 Bui Quang tuan, Nine Circles Concur with nine points circle, Message Hyacinthos # 12403, 12498 du 16 et 26/03/2006 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
3 Bui Quang tuan, Nine Circles Concur with nine points circle, Message Hyacinthos # 12524 du 29/03/2006 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.



X'c

B*

Xa

X'a
Traits : ABCD un quadrilatere,
Po le point d'Euler-Poncelet de ABCD,
YdaYdbYdc le D-triangle de Bui relativement a ABCD
et 1#d le cercle circonscrit a YdaYdbYdc.
Donné : 1#d passe par Po. *

VISUALISATION

8 Bui Q. T., Nine Circles Concur with nine points circle, Message Hyacinthos # 12524 du 29/03/2006 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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Notons ;8 les A, C-cercle d'Euler de ABCD
et N le milieu de [BD].
Scolie : 1 et 3 passe par N.

D'apres Miquel "Le théoreme du pivot" (Cf. Annexe 10)
appliqué au triangle AcYbCa avec Yc sur (AcYb), Yasur (YbYa) et N sur (CaAc),
1, 3 et 1#d sont concourants.

Conclusion : 1#d passe par Po.

Scolies : 1) centre homothétie
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D'apres Miquel "Le théoreme des trois cercles” (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle X'dBcYa avec Dc sur (X'dBc), Yc sur (BcYa)
et aux cercles 1d, 1 et 1#d concourants en Po, Ya, Po et X'd sont alignés.
Mutatis mutandis, nous montrerions que Yb, Po et X"d sont alignés

Yc, Po et Xd sont alignés.

Nous savons que les triangles YaYbYc et X'dX"dXd sont homothétiques.

Conclusion : Po est le centre d'homothétie de YaYbYc et X'dX"dXd.
2 Deux cercles tangents
Conclusion : les cercles 1#d, le point de base Po, les moniennes (YbPoX"d) et (YcPoXd),
les paralléles (YbYc) et (X"dXd), conduisent au théoréme 7'* de Reim ;
en conséquence, 1d est tangent a 1#d en Po.
3) Les autres seconds cercles de Bui
Notons 1#a, 1#b, 1#c  les cercles circonscrits de YabYacYad, YbcYbdYba, YcdYcaYab.
Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que  1a est tangent a 1#a en Po

1b est tangent a 1#b en Po
1c est tangent a 1#c en Po.
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4, Commentaire

les quatre cercles d'Euler

les quatre cercles pédaux

les quatre cercles de Brianchon-Poncelet

les quatre premiers cercles de Bui

les quatre seconds cercles de Bui d'un quadrilatére

¥ X X X %

passe par le point d'Euler-Poncelet de ce quadrilatére.

Rappelons que nous n'avons pas prouvé synthétiqguement que le premier cercle de Brianchon-Poncelet d'un
quadrilatere passe par le point d'Euler-Poncelet de ce quadrilatére.

I1l. LES CERCLES DE L'AUTEUR

1. Le E-cercle d'Ayme

VISION

Figure :
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B*

_— Ic

Traits :
et

Donné :

E*, U*, V* et E sont cocycliques.

VISUALISATION

aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons
les points d'intersection de (AC) et (BD), de (A*C¥*) et (B*D?*).
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B*

e D'aprés B. 5. Intersection de deux cercles pédaux d'un quadrilatére,

e Conclusion :

o Notons

Scolie :

d'aprés Thales "Triangle inscriptible dans un demi cercle",
E*, U*, V* et E sont cocycliques.

Oe ce cercle de diametre [EE*].

Oe est "le E-cercle d'Ayme de ABCD".

2. Le faiceau de Bodenmiller

Figure :

VISION

(BD) est la médiatrice de [A*C*]
(AC) est la médiatrice de [B*D*]



B*

_— 1c

Traits : aux hypotheses et notations précédentes, nous ajoutons

F,G le point d'intersection resp. de (AD) et (BC), de (AB) et (CD),

et lac, 1bd, 1fg les cercles resp. de diamétre [AC], [BD], [FG].
Donné *': 1fg appartient au faisceau, noté F, déterminé par
= lac et 1bd

et p la droite de Steiner du delta, triangle FAB et ménélienne (CDG).

Scolie : F est "le faisceau de Bodenmiller de ABCD".

3. Le E-cercle d'Ayme appartient a F

VISION

Figure :

4 Résultat de Bodenmiller.
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B*

1b

C*

1c

Traits : les hypotheses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : Oe appartient a F.

VISUALISATION
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B*

Notons X, Z
Piac (V*)
et P1ba (V*)

Par définition :

Par définition des lignes trigonométriques,

Piac (V¥) = V*A.V*C

Pug (V¥) = V*Bc.V *Da.

V*A =V*X/sin <CACbh
V*Bc = V*X / sin <DaBcD
V*C =V*Z/sin <ACAd
V*Da = V*Z / sin <BcDaB.

Calculons le rapport des puissance de V* relativement & 1ac et 1bd

i.e.

par substitution,

d'apres "Le théoreme des angles inscrits",

Plac (V*) / Plbd (V*)

V*A V*C
V*Bc V*Da

les pieds des perpendiculaires abaissées de V* resp. sur (AD), (BC).
la puissance de V* relativement a 1ac
la puissance de V* relativement a 1bd.

V*A V*C
V *Bc V*Da

sinZDaBcD sinZBcDaB
sinZCACb  sinZACAd '

sin/DaBcD sin~«BcDaB _ sinZCBD sinZADB

sin Z/CACb * sin/ACAd

sin Z/CAD " sin /ACB '



notons Ra, Rb, Rc, Rd les rayons des cercles circonscrits des triangles BCD, CDA, DAB, ABC ;
Wrn . .4 - sinZCBD sin ZADB Rb Rd .
d'aprés "La loi des sinus", - L= = —.—;
sinZCAD sin ZACB Ra Rc
par transitivité de la relation =, Piac (V*) [ Ppg (V*) = R—b . R—d
Ra Rc
B*
\
\
,'/”“
///
//
— 1c

Notons Y, T
Plac (U*)
et P1pg (U*)

Par définition :

Par définition des lignes trigonométriques,

les pieds des perpendiculaires abaissées de U* resp. sur (AB), (CD).
la puissance de U* relativement & lac
la puissance de U* relativement a 1bd.

Prac (U*) = U*Cd .U * Ab
Py (U¥) = U*B.U*D.

U*Cd = U*Y /sin <AbCdA
U*B = U*Y /sin <DBDc
U*Ab = U*T / sin <CdAbC
U*D =U*T/sin <BDBa.

Calculons le rapport des puissance de U* relativement a 1ac et 1bd
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par substitution,

d'aprées "Le théoréme des angles inscrits",

Piac (U*) / P1pg (U*)

U*Cd U*Ab

Uu*B U*D

sinZDBDc sin/ZBDBa _

100

U*Cd U*Ab

u*B U*D

sinZDBDc sin«BDBa .
sin ZAbCdA sin Z/CdAbC '

sinZDBA sinZBDC

sin ZAbCdA " sin /CdAbC

sin /DCA " sin /BAC '

d'apres "La loi des sinus", s!nLDBA s s!nABDC = R—dR—b g
sinZDCA sin£ZBAC Rc Ra
Rd Rb _Rb Rd.
Rc Ra Rc Ra '
par transitivité de la relation =, P1ac (U*) / Pypg (U%) = R—b . R—d J
Rc Ra
B-k
\
\\\
|
/
/
—~ 1c

e Notons I, K
Plac (E)
et Pbd (E)

les pieds des perpendiculaires abaissées de E resp. sur (AB), (CD),
la puissance de E relativement a lac
la puissance de E relativement a 1bd.



e Par définition :

Plac (E) = a 4
Plbd (E) = EB.

e Calculons le rapport des puissance de E relativement a 1* et 2*

e Par

e Par

d'aprés "La loi des sinus",

Plac (E) / Iled (E)

définition des lignes trigonométriques,

Bl
mi m
o

EA = El / sin <BAC

EB = El / sin <DBA
EC = EL /sin<DCA
ED = EL /sin <BDC.

substitution, 2
EB

i
"ED

sinZDBA sin«ZBDC .

sin /BAC "sin/DCA ’

sin/DBA sinZBDC _ Rd

sin/BAC 'sin/DCA  Rc

Rd Rb _Rb
Rc Ra Rc

A ; Rb

par transitivité de la relation =, Piac (E) / P1na (E) =y
c

e Nous avons :

e Con

Scolie :

clusion : le cercle passant par U*, V* et E

une formule*

dans tout quadrilatére ABCD,

i.e.

Rb
"Ra '

Rd.
"Ra’

Rd
L

Plac (U*) / P1bd (U*) = Plac (V*) / Plbd (V*) = Plac (E) / Plbd (E)

0* appartient a F.

(

_Rb Rd
Ra Rc

sin < BAC sin<CBD sin<DCA sin<ADB

sin < CAD "sin < DBA ‘sin< ACB 'sin<BDC

4. Le E-cercle d'Ayme passe par Po

Figure :

VISION

48

Ayme J.-L., a conjecture : true or not true, Mathlinks du 10/08/2009 ; http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=294412.
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" 1c

Traits : les hypotheses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : Oe passe par Po.

VISUALISATION
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B*

Notons lad le cercle de diamétre [AD] ; il passe par Ab, Ac, Db et Dc.
Par hypothése, (AAc) L (CD);
D'apres B. 1I. 1. Premiéres perpendicularités, (CD) L (Z*T%);
d'apres I'axiome 1Va des perpendiculaires, (AAC) Il (Z*T*).

Les cercles 1ad et 1d, les points de base Dc et Db, le monienne (ADcZ*), les paralléles (AAc) et (Z*T%),
conduisent au théoréme 0" de Reim ; en conséquence, Ac, Db et T* sont alignés.
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B*
la
e Notons A** le second point d'intersection de (A*C*) avec la
et D** le second point d'intersection de (V*D*) avec 1d.
e Scolies : 1) [A**Ca] est un diamétre de 1la
(2) [D**Ac] est un diamétre de 1d.
o D'aprés Thales "Triangle inscriptible dans un demi cercle", (A**T*) L (T*Ac);
(T*Ac) L (T*D**);
d'apres I'axiome IVa des perpendiculaires, (A**T*) /[ (T*D**) ;
d'apres le postulat d'Euclide, (A**T*) = (T*D**) ;
en conséquence, A** T* et D** sont alignés.

o D'aprés Miquel" Le théoréme du pivot" (Cf. Annexe 10) appliqué au triangle E*A**D**
avec U* sur (E*A**), T* sur (A**D**) et V* sur (D**E*), 1a, 1d et Oe sont concourants.

e Conclusion : Qe passe par Po.

Scolies : 1) le triangle EPOE™ est rectangle en Po

2 Les deux autres cercles d'’Ayme
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Notons F,G les points d'intersection resp. de (AD) et (BC), de (AB) et (CD),
F*, G* les points d'intersection resp. de (D*C*) et (C*B*), de (D*C*) et (B*A*)
of le cercle passant par F, F*, X* et Z*
et 0Og le cercle passant par G, G*, Y* et T*.

Of et Og sont resp. "les F, G-cercles d’Ayme de ABCD".

Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que  Of passe par Po
0g passe par Po.

Commentaire : nous venons de répertorier trois nouveaux cercles passant par Po
en plus des vingt cercles déja recenseés.

D. APPLICATIONS
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1. Le point de Feuerbach d'un triangle

VISION
Figure :
A
1
B C
Traits : ABC un triangle,
1 le cercle inscrit de ABC
I le centre de 1
et Fe le point de Feuerbach de ABC.
Donné : Fe est le point d'Euler-Poncelet du quadrilatére ABCI.
VISUALISATION
.
e Notons Po le point d'Euler-Poncelet de ABCI
et 2 le cercle d'Euler® de ABC.
e Scolie: 1 est le I-cercle pédal de ABCI.
e D'aprés A. I. 6. Les quatre cercles pédaux d'un quadrilatere, Po est sur 1.
e D'aprés A. I. 2. Les quatre cercles d'Euler d'un quadrilatére, Po est sur 2.
e D'aprés "Le théoréeme de Feuerbach"®, 1 et 2 sont tangents en Fe ;
“ Ayme J.-L., Les cercles de Morley, Euler..., G.G.G. vol. 2 ; http:/pagesperso-orange.fr/jl.ayme/

Ayme J.-L., Le théoréme de Feuerbach, G.G.G. vol. 1 ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/



en conséquence, Fe et Po sont concondus.

e Conclusion : Fe est le point d'Euler-Poncelet du quadrilatére ABCI.

Scolie : Fe est répertorié sous Xy; chez ETC .

2. Le cercle d'Euler du triangle BIC

VISION
Figure :
B
Traits : ABC untriangle,
1 le cercle inscrit de ABC
I le centre de 1
Fe le point de Feuerbach de ABC.
et 2 le cercle d'Euler de ABC.
Donné : 2 passe par Fe.
VISUALISATION
-
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El theorema de Feuerbach, Revistaoim (Espagne) 26 (2006) ;  http://www.campus-oei.org/oim/revistaoim/
Kimberling Clark, Triangle Centers and Central Triangles ; http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html


http://www.campus-oei.org/oim/revistaoim/

D'apres D. 1. Le point de Feuerbach,

D'apres A. I. 2. Les quatre cercles d'Euler d'un quadrilatére,

Conclusion : 2 passe par Fe.

Fe est le point d'Euler-Poncelet du quadrilatere ABCI.

Fe est sur 2.

3. La premiére question d'Eric Danneels
VISION
Figure :
la.
/ .
/,/
|
A
S _ _

Traits : ABC untriangle,

il le cercle d'Euler de ABC,

X un point,

2 le X-cercle pédal de ABC,

@] le centre du cercle circonscrit 8 ABC,

F le point de Fontené de O et X relativement & ABC,

A" le point d'intersection de (OX) et (BC)

et la le cercle de diamétre [AA™].
Donné : la passe par F. *
VISUALISATION

e Scolies : 1) F est I'orthopdle de (OX) relativement a ABC *

(2) 1 et 2 passe par F

3) la est le A™'-cercle pédal de ABC

4) A" est sur (OX).

52

53

Danneels E., how to proof Fontene theorems?, Message Hyacinthos # 8794 du 08/12/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
Ayme J.-L., Les trois théorémes de Fontené, G.G.G. vol. 5 ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/.
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e Conclusion : d'aprés B. Le second théoréme de Griffiths-Fontené *, 1a passe par F.

Scolies :

1) deux autres cercles passant par F

¢ Notons B™, C™ les points d'intersection de (OX) resp. avec (CA), (AB)
et 1b, 1c les cercles de diamétre resp. [BB™], [CC™].
e Conclusion : d'aprés B. Le second théoreme de Griffiths-Fontené, 1b passe par F

1b passe par F.

Note historique : Darij Grinberg * a en donné une réponse.

Eric Danneels de Bruges (Flandre-Occidentale, Belgique) est un géométre qui
participe activement au site ETC de Clark Kimberling .

(2) Trois cercles coaxiaux & points de base

54
55

56

Ayme J.-L.,

Griberg D., how to proof Fontene theorems?, Message Hyacinthos # 8796 du 08/12/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
http://faculty.evansville.edu/cké/encyclopedia/ETC.html.
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o D'aprés Bodenmiller "Trois céviennes diamétrales” (Cf. Annexe 11)
appliqué a ABC et a la ménélienne (OX),
1a, 1b et 1c étant concourants en F, concourent en un second point.

¢ Notons

F' ce second point de concours.

e Conclusion : 1a, 1b et 1c sont trois cercles coaxiaux a points de base F et F'.

4. La deuxiéme question d'Eric Danneels ou une généralisation du cercle d'Euler de BIC

Figure :

Traits :

VISION

ABC un triangle,
1 le cercle d'Euler de ABC,
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X un point,
2 le X-cercle pédal de ABC,
@] le centre du cercle circonscrit 8 ABC,
F le point de Fontené de O et X relativement a ABC,
X* I'isogonal de X relativement a ABC
et la* le cercle d'Euler du triangle X*BC.
Donné : la* passe par F.*
VISUALISATION
e Scolies : 1) F est I'orthopbdle de (OX) relativement a ABC

2 1 et 2 passe par F.

D'apres B. 111. 2. Avec l'isogonal D* de D relativement 8 ABC,  F est le point d'Euler-Poncelet de ABCX*.

Conclusion : 1a* passe par F.

5. La troisiéme question d'Eric Danneels

VISION

Figure :

Traits : ABC untriangle,
1 le cercle d'Euler de ABC,

4 Danneels E., how to proof Fontene theorems?, Message Hyacinthos # 8794 du 08/12/2003 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
Ayme J.-L., Les trois théorémes de Fontené, G.G.G. vol. 5 ; http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/.


http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/

un point,

le sommet du triangle X-pédal sur (BC),

le X-cercle pédal de ABC,

I'antipble de P relativement a 2,

le centre du cercle circonscrit 8 ABC,

le point de Fontené de O et X relativement a ABC,
I'isogonal de X relativement 8 ABC

et p" le milieu de [AX*].

XToTen oX
*

Donné : P", F et P' sont alignés. *°

VISUALISATION

o D'aprés B. Ill. 2. Avec l'isogonal D* de D relativement 8 ABC,  F est le point de Poncelet de ABCX*.

e Notons POR le triangle X-pédal de ABC,
A'B'C' le triangle médian de ABC
et 3 le cercle d'Euler du triangle ABX*.
o D'aprés B. Ill. 3. Le point de Fontené, 3 passe par F, C' et P".

=2 Danneels E., how to proof Fontene theorems?, Message Hyacinthos # 8794 du 08/12/2003 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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e Notons
et

p*Q*R*

4

le triangle X*-pédal de ABC,

le cercle de diamétre [BX*] ; il passe par P* et R*.

A

e Notons

U

le second point d'intersection de 3 et 4.
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e D'apres Thalés "La droite des milieux" appliqué au triangle ABX*, (CP™M) /I (BX™).
e Lescercles 3 et 4, les points de base R* et U, la monienne (C'R*B), les paralléles (C'P") et (BX*),
conduisent au théoréme 0" de Reim ; en conséquence, P", U et X* sont alignés.
A

¢ Notons o le centre de 2.
e D'aprés Mathieu "The pedal circle theorem" (Cf. Annexe 6), O’ est le milieu de [XX*];
par hypothese, O’ est le milieu de [PP1].
e Le quadrilatere PX*P'X ayant ses diagonales se coupant en leur milieu est un parallélogramme ;
en conséquence, (P'X®) Il (PX) ;
par hypothése, (PX) L(BC);
d'apres I'axiome 1Va des perpendiculaires, (P'X*) L (BC);
par hypothése, (BC) L (X*P*);
d'apres I'axiome 1Va des perpendiculaires, (P'X*) Il (X*P*) ;
d'apres le postulat d'Euclide, (P'X*) = (X*P*) ;
en conséquence, P* X* et P' sont alignés.

e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle P'P"X* avec U sur (P"X*), P* sur (X*P")
et aux cercles 2, 3 et 4 concourants en R*,
P", F et P' sont alignés.

D. ANNEXE
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1. Le parallélogramme de Varignon®

A .

Traits : ABCD un quadrilatére convexe,
et ,J,K, L les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Donné : le quadrilatere IJKL est un parallélogramme.

2. Le théoreme des moniennes semblables de Reim

Traits : 0 un cercle,
A B deux points de 0,
P,Q deux points de 0,
Ma la paralléle & (QB) passant par A,
Mb la paralléle & (PA) passant par B
et P, Q' deux points resp. de Ma, Mb tels que (P'Q") soit parallele a (PQ).
Donné : A, B, P'et Q' sont cocycliques.

3. Le théoreme d'Hamilton ©

Varignon P. , Eléments de mathématiques (1731).
Hamilton, The Quaterly Journal (1861) 249;
Hamilton, Question 594, Nouvelles Annales de mathématiques XX (1861) 216 ; solution de Saint-Michel (de) G., (1862) 183.



A
B C
Traits : ABC untriangle,
H I'orthocentre de ABC,
et 1 le cercle d'Euler de ABC.
Donné :

1 est le cercle d'Euler des triangles HBC, HCA et HAB.

3. Le théoreme de Heis %

Traits : ABC un triangle,
BCP, QCA, BRA trois triangles extérieurement adjacents a ABC
et il 2,8 les cercles circonscrits a PCB, QAC, RBA.
Donné : <CPB + <AQC + <BRA = 180° si, et seulement si, 1, 2 et 3 sont concourants.
5. The isogonal theorem ©
A
P
B C

Heis E. (1806-1877), résultat de 1875.
Mathieu J. J. A., Nouvelles Annales (1865) 393 ff., 400.
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Traits : ABC un triangle,
P un point non situé sur le cercle circonscrit de ABC
et Da, Db, Dc les isogonales resp. de (AP), (BP), (CP).
Donné : Da, Dbet Dc sont concourantes.

6. Lec

Traits :

Donné :

Scolie :

ercle de Mathieu ou ""The pedal circle theorem™ ©

ABC un triangle,
P un point non situé sur le cercle circonscrit de ABC,
l,J, K les pieds des perpendiculaires abaissées de P resp. sur (BC), (CA), (AB),
Q I'isogonal de P relativement a ABC
et L,M,N les pieds des perpendiculaires abaissées de Q resp. sur (BC), (CA), (AB).

I,J, K, L, M et N sont cocycliques.

le centre de cercle est le milieu de [PQ].

7. Le théoréme des cing cercles ®

64
65

Mathieu.
Lebesgue H. L., Sur deux théorémes de Miquel et de Clifford, Nouvelles Annales de Mathématiques (1916).
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Traits :

Donné :

Commentaire : le résultat reste vraie dans les cas de tangence des droites ou de deux cercles.

et

_WH

-U_FD

Q'
P", Q"

wonNTZP>O

deux cercles sécants,

les points d'intersection de O et 1,

une droite passant par A,

les seconds points d'intersection de Ma avec O et 1,

un cercle passant par B,

les seconds points d'intersection de 2 resp. avec 0 et 1,
un cercle passant par P et Q,

les seconds points d'intersection de 3 resp. avec Ma et 2.

P', Q', P" et Q" sont cocycliques.

8. Le théoreme des trois cercles

118
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P
Traits : 1, 2,3 trois cercles concourants,
M le point de concours de 1, 2, 3,

A le second point d'intersection de 1 et 2,
Ma une A-monienne de 1 et 2,
P,Q lesseconds points d'intersection de Ma resp. avec 1, 2,
B, C  lesseconds points d'intersection de 3 resp. avec 2, 1
et R un point de 3.
Donné : (QBR) est une monienne de 2 et 3

si, et seulement si,
(PCR) est une C-monienne de 1 et 3.

9. Le théoréme des deux triangles de Desargues

Traits : ABC  untriangle,
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A'B'C' un triangle tel que les droites (AA") et (BB') soient concourantes,

] le point de concours de (AA") et (BB,
et I,J, K le point d'intersection de (AB) et (A'B'), de (BC) et (B'C"), de (CA) et (C'A").
Donné : (CC" passe par O si, et seulement si, I, J et K sont alignés.

10. Le théoréme du pivot®

Traits :

o
w

trois cercles sécants deux a deux,

les points d'intersection de 1 et 2,

I'un des points d'intersection de 2 et 3,

I'un des points d'intersection de 3 et 1,

un point de 1,

le second point d'intersection de la monienne (AK) avec 2
le second point d'intersection de la monienne (BI) avec 3.

o

Om>r<—XxXPF

et

Donné : (CJA) est une monienne de 3 et 1 si, et seulement si, 3 passe par P.

11. Trois céviennes diamétrales

V1
Traits : ABC un triangle,
P,QR trois points resp. de (AB), (BC), (CA),
1,2,3 les cercles de diamétre resp. [AP], [BQ], [CR]
et U,V les points d'intersection de 2 et 3.
Donné : (PQR) est une ménélienne si, et seulement si, 1 passe par U et V.

66

Miquel, Théoremes de Géométrie, Journal de mathématiques pures et appliquées de Liouville vol. 1, 3 (1838) 485-487.
67

Bodenmiller, Analytische Sphérik, Cologne (1830) 138.



F. ARCHIVE

S04 Vi CAHIER. — ARTICLES DIVERS DE GEOMETRIE

Iv.

RECHERCHES SUR LA DETERMINATION D'UNE HYPERBOLE EQUILATERE, AU
MOYEN DE QUATRE CONDITIONS DONNEES; pAR MM. Briaxcion kr Pox-

CELET,
(T, XI des _funales, 1°F janvier 1821.}

Tugonime V. — Dans tout triangle inscrit a une Iyperbole équilatére,
le point de concours des trois hauteurs est situé sur la conrbe.

Démonstration, — On sait que, pour tout hexagone ABCDEF ( fig. 170)
inserit & une section conique, les trois points de concours H, I, K des
¢dtés opposés sont en ligne droite, Si done, Ja courbe ayant des branches
infinies, on suppese que I'hexagone ait deux de ses sommets, commo E, F,
situés & P'infini, la point I, concours des deux cdtés EF, BC, se trouvera
a Vinfini; ce qui revient & dire que BC et HK seront paralléies.

Maintenant, la eourbe élant une hyperbole, il est clair que leg deux
cotés DE, FA, adjacents & EF qui est & linfini, seront respectivement

Fig. 190.

K 8 A€

paralléles aux deux asymplotes, et, partant, seront rectangulaires, pour
le ¢as de V'hyperbole équilatére, qui est celui dont il g'agit jei.

Les deux derniers sommets E, F de I'hexagone inscrit a cetlo courbe
&tant ainsi portés & I'infini, les qualre autres resteront arbitraires. Svionl

Fig. 171,

c

don¢ pris & volontd les trois premiers A, B, C { fig. 171), et soit marqué
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EXTRAITS DES ANNALES DE MONTPELLIER. 505

le quatriéme D tel que les deux cdtés AB, CD, respectivement opposés 4
DE, FA, soient rectangulaives eutre eux. Il résulto de ceci que AH est
perpendiculaire sur DK, D'ailleurs AK est perpendiculaire sur DH, parla
propriété des asymptotes; donc le point A est le croisement des {rois
hauteurs du triangle DHK; donc AD est perpendiculaire sur HK, et con~
séquemment aussi sur BG, puralléle a HK. Mais, par construction, CD est
perpendiculaire sur AB; donc lo point D est le croisement des trois
hauteurs du triangle ABC. Or, le triangle ABC a été inserit a volonté i
la courbe; donc généralement « dans lout triangle ABC, inserit & une
» hyperbole équilatére, le point de croisement D des irois hauteurs est
» un point de la courbe » ; ce qu'il fallait démontrer.

Sil'un A des angles du triangle ingerit varie de grandeur, en tendant
vers 'angle droit, le point D se déplacera sur 1a courhe en sapprochant
continuellement du sommet A ; ce qui revient A dire que la séeanie AD,
perpendiculaire sur BC, tendra sans cesse a loucher la courbe en A, et
quenfin elle sera tangente quand I'angle A sera droit. Donc :

Tatorieme I1. — Dans tout triangle rectangle inscrit & une hyperbole
équilutére, la perpendiculaire abaissée du sommet de Pangle drait sur
Clhypoténuse est tangente & la courbe,

M suit de 1 que, si P'angle druit oscille sur son sommet, I'kypoténuse se
déplacera parallélement & elie-mémo et & la normale menée & ce sommet;
€0 qui est un cas particulier du beau théoréme démontré par M. Frégier
dans le présent recueil { Annales, t. VI, p. 229 et 321, t. VII, p. g5).

Aumoven de ce qui précide, si on connaissait deux points A, B ( ffg. 172)
de la courbe, et la tangente AP en 'un A de ces points, on pourrait en

Fig. 2.

construire un troisiéme C en cetle maniéra: du point B abaissez une per-
pendiculaire BC sur la tangenie donnée, elle ira couper au point cher-
ché C 1a perpendiculaire AC & AB.

On sait done résoudre ces trois probldmes :

Décrire une hyperbole équilatére dont on a trois points et la tangente
en Pun dlenx. _

Décrire une hyperbole équilatére dont on a dewx points et les tan-
gentes en ces points,

Décrire une hyperbole équilatére dunt on a dewx points, la tangente
en Pun de ces points et une autre tangente quelconque,

122



506 VI* CAHIER. — ARTICLES DIVERS DE GEOMETRIE

En efet, par la construction qui vient d'¢lre indiquée, on obtiendrs
un nouveau point de la courbe; aprés quoi, pour achever, on aura recours
aux solulions connues de ces questions (*):

Décrire une scction conique dont o a quatre points et la tangente en
Pun levr.

Décrire une section conique dont on o trois points et les tangentes en
dewx de cos points, '

Décrire une section conique dont on a trois points, une tangente qucl-
conque et la tangente en Cun de ces points.

I résulte encore du Théoréme I que, lorsqu'on counait trois points
A, B, C {fiz. 171) d’unc hyperbole équilatére, on en a un guatrieme D,
qui est le croisement des trois hauteurs du triangle ABC; en sorio quion
sail aussi résoudre ces deux problemes :

Décrire une kyperbole équilatére dont or  quatre points,
Décrire une hyperbole équilatére dont on a trois points et une tangente.

Car, au moyen de la consiruction indiquée, on oblicndra un nouvean
point de la eourbe ; aprés quoi, pour achever, en aura recours aux solu-
tions connues de ces questions (**) 2

Décrire une scction condque dont on a cing points.
Décrire yne section conique dont on a quatre points €t une tangente.

Trorine Hl. — Si dewx points, situés sur le plan d'une hyperbole
équilatére, sont les milieux ou les pdles respectifs de deva cordes ou de
dewe droitds quclconques également situées sur ce plan; et que, par
chacun ¢Peux, on méne une parallele a la corde ou e lu polaire qui corres-
pond ¢ Pantre, le cercle qui passera par ces deax points et par celui o
se coupent les paralléles passera awssi par le centre de la courbe.

Démonstration. — Soient, en premtier lieu, CE, CF ( fig. 173) les direc-

lions inddfinies des deux cordes en question, I, K leurs milieux respec-

{*) Mlémoire sur les lignes du second ordre, etc., par C.-3. Brimnchou,
Paris, 181,
(**) Méme ouvrage.
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tifs, O lo centre de Fhyperboler équilatére et EF 'une de ses asymptoles,
rencontrant en £, F, les deux cordes CI, CK prolongées; les droites OK, OI
seront les diamétres de [a courbo, conjuguds 4 fa direction de ces cordes.

Cela posé, puisque I'angle des asymptoles est droit et que le point K
est le milicu de la partie interceptée par ces asymptotes sur Ia direction
do CF, la distanee KO =KF et par conséquent l'angle KFO = KOF, Par
la méme ruison, l'angle IEQ = I0E ; mais, & cause du (riangle CEF, I'angle
C est supplément de la somme des angles E, F, el par conséquent sup-
plément de celle des anzles KOF, I0E; donc il est égal 3 langle 10K,

formé de l'autre c6té de IK par les diamétres IK, 10. D'ailleurs, on prou-

verait de la médme manidre que, si le point O étuit supposé du colé du
sommet de Vangle C, I'angle 10K, formé par ces mémes diamétres, serait
égal an supplément de 'angle C; done il est sur la circonférence du cercle
qui passe par les points K, I et par celui L ob so coupent les parel-
léles KL, I menées par chacun d’eux & Ja corde qui passe par V'autre :
c'est--dire que,

1° ¢ 8i par chacun des points milieux de deux cordes quelcongues d'une
» hyperbole équilatére, on mene une parallélo & la corde qui correspond
» & l'autre, le cercle qui passera par ces deux points et par celui on 8o
» coupent fes paralléles passera aussi par le centro de la courbe. »

En sacond lieu, soient PG, PH (fy. 174) deus droites quelcongues,
situdes sur e plan d'une hyperbole équilatére; R, Q leurs poles respec-

Fig. 174.

tifs, par rapport & celto courbe, Concevons, par lo point ¢, la paraliele
QC i la polaire PIi de ce point; la corde correspondante sera évidemment
partagéo en deux parlies égeles en Q; car, d'aprés fa (héoric générale-
ment connne des poles, « le diametre d'une section conique qui renferme
» les milieux de toules les cordes paraliéles 3 une méme droite, située
» sur le plan de la courbe, passe aussi par le pdle de celte droite. »

Par la méme raison, si, pur le poial R, pole de la droite PG, on méne
la paraliéle CR & cetie droite, rencontrant la premiére au point €, Ia corde
qui lui correspond, dans 'hyperhole équilatére, sera divisée en doux par-
ties ézales en R; ainst, les points R, Q seront les milieux des droites on
cordes incéfinies RC.QC, qui passent respectivement par ces points et
sont paralléles aux deux droites PG, PH.
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Il suit de lit et de ce qui précede que:

2° « La circonférence qui passe par deux points quelconques R, Q, siluds
» sur le plan d'une hyperbole équilatére, et par le point L od se cou-
» pent les paralléles mendes par chacun d'eux a la polaire PG ou PH de
» Pautre, passe aussi par le centre de la eourbe. »

1l est d'aillours évident que les mémes choses auraient encore lieu si, &
la place de I'une des deux droites et de son pdle, on substituait une corde
et son point milieu; ce qui compléte la démonstration du théoréme
énoncé.

S'it arrivait, dans le cas ol l'on considére deux droites PG, PH et leurs
poles R, Q, que chacun de ces derniers fit situé sur la druite qui cor-
respond & lautre; c’est-d-dire, si le point Q so trouvait sur PG et fe
point R suc PH, les paratléles RL, QL se confondraient évidemment avec
ces droites; donc la circonférence qui renfermele cenire de I'hyper-
bole équilatére correspondante passerait alors par le point P ot se ren-
contrent ces mémes droites; mais, d’apres ls théorie des pdles, ce point
a évidemment pour polaire la droite qui passe par les points Q, R; de
sorle que ces trois poinls sont tels, que chacun d'eux est lo pdle de la
droite qui contient les deux autres; on peut donc énoncer la proposition
suivante :

Tutonkme IV, — Lorsque trois points situés sur le plan dune byper-
bole équilatére sont tels, que chacun denr: est le pdle de la drite qui
contient les dewx autres, le cercle qui passe par ces lrois points passe
aussi par le centre de la courbe. ‘

Quatre tangentes AB, BC, CD, DA (/fg. 175} & uno méme seclion co-
nique forment, par leurs inlersections mutuelles, un quadrilatére complet

Fig. 75,

TABCSD, dont les trois diagonales AC, BD, ST sont, comme 'on sait,
telles que « chacune d’elles est la pulanre de lintersection des deux
autres; » de sorte que, si la courba est une hyperbole équilatére, la cir-
conférence qui passera par les trois points P, Q, R, intersection des dia-
zonales, passera aussi, d’aprés ca qui précéde, par le centre de la courbe;
d’ou résults ce nouveau théoréme :
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Tukonime V. — Si lon méne quatre tangentes quelconques & une hy-
perbole équilatére, le centre de la conrbe sera situc sur la circonférence
qui passe par les trois points dintersection des diagonales due quadrila-
tére complet formé par ces tangentes ;

Ou, ce qui revient au méme:

Les centres de toutes les hyperboles équilatéres tangentes é quatre
droites quelconques, tracées sur un plan, sont siteds sur la circonférence
d’un cercle unique qui passe par les trois points dintersection des dia-
gonales du quadritatére complet forme par ces droites.

IVun autre ¢dté, il résulte d'un théoréme découvert par Newion ( Prin-
cipes mathematiques, ete., liv. I, Lem. XXV, Corol. HI) que

« Dans tout quadrilatére circonscrit & une conique quelconque, les
» {rois points milieux des diagonales sont sur une droite unique qui passe
» par le centre de la courbe; »

Ou, coe qui revient cncore au méme:

» Les centres de toules les sections coniques tangentes a quatre droites
» quelconques, tracées sur un méme plan, sont situéds sur la droite unique
» qui passe par Jes trois points milieux des diagonales du guadrilatere
» complet furmé par ces droites. »

Donc, dans le cas de U'hyperbole équilatere, le centre do la courbe se
trouve & la fois sur la droite unique dont il s’agit et sur la circenférence
du cercle qui passe par les trois points Py Q, R, oil se croisent les dia-
gonales; en sorle qu'on peut aussi résoudre ce nouveau probleme ;

Décrire une hyperbole équilatére dont on a quatre tangentes.

En elfet, ayant déterminé, au moven de ce qui précéde, le centre de la
courbe (et il ¥ en a évidemment deux, en général, qui résolvent la ques-
tion), on le joindra par une droite avec I'un quelconque P des points d'in-
tersection des diagonales, laquelle ira rencontrer la diagonale opposée BD,
polsire de P, en un point X qui, d’aprés la théorie des pdles, sera néces-
sairement le milieu de 1a corde correspondante, et par conséquent aussi
le milieu do la partie interceptée par les asymptoles sur cette diagonale;
portant donc, & partir du point X, deux distances dgales @ OX sur la
direction de la droile indéfinic BDX, leurs extrémités apparticndront aux
deux asymptotes de la courbe, qui ainsi sera parfaitement déterminée de
grandear et de situation; car le point qui divisera en deux partics égales
la distance interceptée parles asymplotes sur Uune quelconque des quatre
tangentes données sera le point de contact de cette tangente,

Supposons maintenant que ABCD soit un guadrilalére inscrit & une sec-
tion conique quelconque ; les points de concours S, T do ses edtés oppo-
sés ot le point d'intersection Q de ses deux diagonales simples seront en-
core, d'aprés la théorie des pdles, trois points tels, que « chacun d'entre
eux sera le pole de la droile qui passe par les deux aulres »; done,
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si la courbe. est une hyperbole équilatére, son cenlre se trouvera situs,
dapres le Théoreme 1V démonlré ci-dessus, sur la circonférence du
cercle qui passe par les trois peintsQ, S, T, et par conséquent :

Tugonime VI.— Dans tout quedrilatére simple, inscrit é une byper-
bole équilatére quelconque, le cercle passant par les dewx: points de con-
cours des cdtés opposés ot par e point dintersection des diaganales passe
aussi parle eentre de la conrbe.

1l suit de 13 que, quand quatre peints A, B, C, D sont donnés sur un
plan, on connail aussi la circonférence qui passe par lo cenlre de
Phyperbele équilatéro passant par ces qualre points (*); d'ailicurs lo
Théoreme I indique d'autres circonférences qui renferment également
ce centre; donc il est enticrement déterminé de position sur le plan des
qualre points donnés, ct il en est par conséquent de méme des asymplotes
de la courbe; car, si 'on prend le milicu K de I'une quelconque CD des
distances qui séparent deux & deux les points donnds, puis qu'on porlo,
& partic de K, sur la direction infinie de CD, deux longueurs égales a la
distance de ce méme point an centre de la courbe, leurs extrémités ap-
partiendront aux asymptotes de cette courbe. Voili: donc uno nouvelio
solution, trés-directe el tres-simple, du probléme déja rdsolu plus haut,
dans lequel il s'agil de décrire une hyperbole éqnilaterc passant par
quatre points donrnds sur un plan.

On peut tirer du Théoremo HI d’autres conséquences remarquables.

Quce A, B, C ( fig. 176) soient trois points quelconques, appartenant &
une liyperbole équilatére; si l'on diviso les cotés CA, CB du triangle ABC,

Fig. 176.

~

A
B

formé par ces points, en deux parties égales, aux nouveaux poinis I, K,

*) On pent remarquar quo, 4 quatre points donnds sur un plan, corres-
plan,

pondent toujours trois quadrilatdres simples différents, muis qui tous redon-

nent. les mémes points @, S, T; cn sorte que It circonférence en question cst
unigue.
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el que, par ces derniers, on méne tes parailéles IL, KL anx cdtéds CB, CA,
elles viendront se couper en un point L qui, d'aprés le théoréme cité,
appartiendra au cercle qui, passant par T, K, passe en outre par le centre
de I'hyporbole équilatére; mais le point L se confond évidemment ave
lo milien du troisiéme. cdté AB du triangle ABC; done

Tutonkne VII. — Dans towt triangle inscrit it une lyperbole équilatére,
le cercle qui passe par les trois points milicux des cdtés passe awssi pa
le centre de lu courbe ;

Qu, ce qui revient an méme :

Les centres de toutes les hyperboles équilatéres circonserites ¢ un
méme triangle quelconque, sont sur la circonférence dlur ccrele qui ren
Jerme les trois points milicux des 6tés de ce triungie.

On peut conciure de la et de ce qui précede que, quand un quadrila-
tére quelconque ABCD ( fig. 175) esl inscril 4 une hyperbole équilatére, le
centre de la courbe doit se trouver, & la fois, sur les circonférences de
huit cercles différents.

En cffel, si 'en trace les diagonales AC, BD de co quadrilatére, on ob-
fiendra qualre triangles inscrils & la courbe, dont les points miliens
G, H, I K, L, M, qui sont aussi coux des diagonales et des cdlés du
quachrilatere, détermineront un ¢gal nombre de circonférences, passant par
I6 centre de celte courbe; d'ailleurs, ce centre devea aussi se trouver sur
Ja circonférence qui renferme les trois points Q, S, T, ot se coupent, leg
diagonales et les colés opposés du quadrilatére (Théor. V1); et il en sera
de méme encore de chacuno des trois circonférences qui, passant par les
points milieux de deux edtés oppusés ou des deux diagonales de ce qua-
drilattre, renfermerait aussi e point olt s¢ coupent les deux paralléles
mendées par chacun d'eux { Théor, ) au cdté ou & Ia diagonale qui yen-
fermo lautre.

Lo point ot se eoupent les huit circonférences dont il vient d'dtre
question est néeessaireent unique; car, s'il était possible qu'il y en et
un sceond, toules les circonférences devraient y passer & la fois, commo
par le premier; or, toules ces circonférences, excepté celle qui renferme
les points Q, 8, T, el pourva qu'on no combine pas entre elles eotles qui
passent pur les milieux des deux cités opposés ou des diagonales du
quadrilatére, sont évidemment telles que, prises denx 3 denx, clles ont
pour inlersection communa F'un des points milicux do ces ciiés et de
ces diagonales; done i faudrait que tous ces poinls miticux fussent con-
fondus er un seul, ce qui cst absurde; done enfin le centre de 1'hyper-
bole équilatére qui passe par quatre points donnés sur un pisn est unigue.
- Si Pon fail attention & la maniére particuliere dont se trouve déterminé
te point dont il s’agit, relativement aus cOtés et diazonales du quadrila-
tére ABCD, it sera permis d’en déduiro colto conséquence geénérale :
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Tugonimg VL. — Quatre points étant pris ¢ volonté sur un plan, i
existe un autre point, et un seul point, tel, qi'en le joignant par des
droites avee les milieux des six distances qui séparent les quatre pre-
micrs dewr & detee, Pangle formd par dewr queleongues de ces droites
est égal ie celui des deuz distances qui lear carrespondent, ouw cn est le
supplément. Ce point unique esty cn oulre, le centre de Uhyperbole équi-
latére passant par les quatre points dunt il sagit,

Ce théoréme souffre pourtant une exception qu'il est nécessaire de si-
analer : c’est lorsque un D (fig. 176) des quatre points que V'on consi-
dére, est lo croisement des hauteurs du triangle ABC formé par les trois
autres; car alors (Théor. I) il y a une infinité d’hyperboles équilatéres
passant par les quatre points A, B, C, D; et par conséquent la position
du centre de la courbe ne saurait étre unique; elle est nécessairement
indéterminde. Or, il résulto de la que les huit circonférences de cerclo
dont il vient d’dtre question, et qui renferment simultanément le centre,
doivent so confondre en un seul et méme cercle; ce qui doone lieu 4 Ia
proposition suivante appartenant & la Géométrie élémentairo :

Tugonkme IX. — Lo cercle qui passe par les picds des perpendicu-
laires abaissées des sommets d’un triangle quelcongue sur les cdteés res-
pectivement oppasés, passe aussi par les milicnr de ces trois cltés, ainsi
que par les milicuz des distances qui séparent les somumets du point de

eroisement des perpeadicidaires.

Démonstration, — Soient P, Q, R (ffg. 176 les pieds des perpendicu-
laires abaissées des sommets du triangle ABC sur les cdtés opposés, et
soient K, 1, L les points milieux do ces ejtés.

Los triangles rectangles CBQ et ABR étant semblables, on aura

BC:BQ:: AB ! BR;
d'o, i cause que K et L sont les points milieux de BC et AB,

c'est-a-dire quo les quatre points K, R, L, Q apparticnnent 4 une méme
circonférence.
On prouverait semblablement que les quatre points K, R, I, P sont sur

un cercle, aussi bien que les quatre points P, I, Q, L.
Cela posé, s'il était possible que les trois cercles en question ne fussent

pas un seul et méme cercle, il faudrait que les directions des cordes qui
leur sont deux & deux communes concourussenl en un point unigue; or, ces
cordes sont précisément les cotés du triangle ABC, lesquels ne gauraient
concourir én un méme point; done il est églement impussible de sup-
poser que les trois cercles different entre cux; donc ils se confundent en

un seul et méme cercle.
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Soient maintenant G/, A, B’ les points milicux des distances DG, DA, DB
qui séparent lo point de croisement D des hauteurs du triangle ABC de
chacun do ses sommets respeclifs. Les triangles rectangles CDR et CQB
¢tant semblables, on aura

CD:CR::CB:CQ,

d’ou, & cause que les points C' et K sont les milieux des distances CD
et CB,
CC'.CQ==CR.CK,

c'est-d-dire que ie cercle qui passe par K, R, Q passe aussi par C',

On prouverait de la méme wmaniére que cc cercle passe par les deux
autres points A', B'; donc il passe & la fois par les neuf points P, Q, R,
I K,L, A", B, C. . C. Q. F. D.

Les théorémes qui précédent subsistent, en tout ou en partie, et avee
des modifications convenables , dans les diverses circonstances parlicu-
licres que peut présenter le systéme des trois ou quatre points que Fon
considére, et qu'on suppose appurtenira une hyperhole équilatére.

Par exemple, si I'un A des sommets du triangle ABC s'éloigne & Pinfini
des deux autres, et que, par conséquent, les cdtés CA, AB deviennent pa-
ralléles comme Yexprime la fig. 177, Je pied R de la perpendiculaire AR

Fig. 157.
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s'écarlera a linfini sur BC, et il en sera de méme des milieux I, L des
cOtés AC, AB du triangle et des points A’y B, C'; par conséquent, unc
portion tout enticre du cercle qui passe par ces poinls sera elle-méme
passée 4 l'infini, c'est-d-dire qu'etle se sera confondue avec la droite qui
contient tous les points & linfini du plan do la tigure.

Il suil de la que P'autre parlie de ce cercle sera aussi devenue une ligne
droite, et c'estce quia lieu en effel; car ( fig. 176), si des sommets B, C
on abaisse des perpendiculaires sur les colés opposés du triangle, lours
pieds respectifs R, Q seront en ligne droite avee le milien K du coté BC.

1. 33
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Dans lo cas particulier qui nous occupe done, la suite des centres des
hyperboles équilatéres appartenant aux points A, B, C doit se trouver sur
la droite indéfinie PKQ, comme cela a licu en eflet.

Dans la méme hypothése, ot le point A s'éloigne & Tinfini of o Jes

cotés CA, BA devienncal par conséquent paralléles, lo point de croise-
ment D des trois hauteurs du triangle ABC étant aussi passé a Uinfini, il
est, dans ce cas particulier, bien évident quo c’est, avec les {rois aulres,
un quatrieme point de Fhyperbolo équilatére.
. Il v a ici une remarque cssentiolle & faire; c'est quo, bien quo par
quatre points donnds A volontd sur un plan, on puisse toujours faire pas-
ser une hyperbole équilalére, cependant, quand deux de ces poinls
doivent élre silués a I'infini, il n'est pas possible de so les donner arbi-
trairement par lo systéme de deux droites quelconques concourant res-
pectivement en ces points; il faut nécessairement que les droites dont il
g'agit soient perpendiculaires entro elles, puisquiclles doivent étre paral-
leles aux asymptotes de Ia courbe. '

Si le sommet A du triangle ABC (ffg. 196}, au lieu do s'écarter indéli-
niment des deux autres B, C, se rapprochait, au contraire, de Fun d'euxC,
jusqu'd ce que le coté AC devint infiniment petit ou nul, en conservant
louje: s sa direction primitive, les points L, K se trouveraient cux-meémes
rapprochés & une distance infiniment pelile 'un de 'autre, sur une paral-
lole & AC passant par le milie du cdté AB ou CB; quant au point mi-
ticu I du coté AG, il serait confondu avee le sommet A.

Soit donc Al* ( ffg. 148) la direction indéfinie de la droite qui renferme

Fig. 158.

les deux points ou sommets confondus en un seut au point A, et soit B lo
troisieme point ou le troisitme sommet que Fon considére ; divisons le
double cété BA en deux parties ézales au point L par la paralitle LK
i AP, le cercle qui passera par A et touchera fa paralléle KL en L repré-
sentera évidemment celui qui, dans lo cas général, contient les milieux
des cotés du triangle ABC; par conséquent il renfermera la suite des
centres des hyperboles équilatdres qui passent par les points A, B et lou-
chent 1a droite AP en A. Du reste, il serait facile do reconnailre ce que
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sont devenues les autres propriétés du cercle dont il s'agit, et d'en dé-
duire divers théorémes analogues aux précédents, mais qui n'en scraient
gue des cas parliculiers.

" Ainsi, le moyen que nous avons indiqué ci-dessus, pour trouver le centre
et finalement les asymptotes d'une hyperbele équilatére assujeltic 4 pas-
ser par quatre points donnés sur un plan, s'applique trés-bien au cas par-
ticulier oit I'on suppose ces points, en tout ou en partie, réunis deux a
deux en un seul sur des droites ou tangentes dont la dircction est assi-
gnée, ainsi que lo point de conlact, comme il sapplique aussi trés-bien
a celui oit un ou deux de ces mémes points passent & linfini sur des
droiles dont la direction cst également assignée.

Mais quand on ue se donne qua trois points de I'hyperbole équilatére
avec uno tangento quolconquc, il n'est plus possible do déterminer de la
méme maniére le centre de la courbo, car alors on n'obticnt qu'un seal
cercle dont la circonférence renferme ce centre; il faut done avoir reeours
au procédé indiqué plus haut, au moyen duquel on peut obtenir direc-
tement un quatriéme point de l courbe : ce qui raméne le probléme &
celui ot il s'agit de décrire une section conique dont on « quatre points
el une tangente,

Enfin, quand oun se donne deux points et deux langentes quelconques
de I'hyperbole équilalére, ou seulement un point et treis tangentes quel-
conques, les deux procédés dont il s'agit sont dzalement en délaul. Néan-
moins, dans le premier do ces deux cas, on trouve encore un cercle dont
la circonférence renfermo le cenlre de la courbe ; ec qui donne licu & ce
nouveau théoreme : '

Tutorise X. — Les centres de toutes les hyperboles équilatéres
tangentes a dewr droites et passant par deve points donnes sur wn plan
sont situés sur une circonférence de cercle unique.

Dans le méme cas, on parvient & déterminer d'unc maniére trés-simple
un systéme de deux droites dont U'inlersection avec le cercle en question
donne encore la position des centres des quatre hyperboles équilaiéres
qui résolvent le probleme; mais la démonstration de ces diverses propo-
sitions exige l'emploi de principes qui sont, jusqu’a un certain point,
étrangers & I'objet actuel de cet article.

On a vu, dans co qui précéde, le rdle qu'on peut faire jouer aux dif-
férents licux des cenlres des seclions coniques assujetlies a cerfaines con-
ditions, pour fixer enliérement la posilion du centre de la courbe, et par
conséquent celle de cette courbe elle-méme, quand le nombre de ces con-
ditions ne laisse plus rien d'arbitraire ni d'indéterminé. 1l se présente
a ce sujet unc question fort inléressante, et qui nous semble mavoir
pas encore été résolue d'une maniére complete et dans toutle sa géné-
ralité ; en voici 1'énoncé :

Détermincr quelle est la nuture de la conrbe qui renferme les centres

33.
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de toutes les scctions coniques assujetties & quatre conditions telles que de
passer par des points o de toucher des droites donndes sur un plan.

Aux divers cas particuliors dont il a déja été question dans le présent
Article, et dont le plus remarquable est sans contredit celui qui résulte
du théordme cité de Newton, sur le quadrilatérs circonserit & une sec-
tion conique, nous ajouterons les suivants, qui, si nous ne nous trom-
pons, n'ont pas jusqu'ici é6 démontrés ou résolus :

Les centres de toutes les scetions conigues assujetties ¢ passer par
quatre points donnés sur un plan, sont situés sur une autre conique
passant par les points oit se coupent les deux: diagonales et les cdtés
opposés du quadrilatére correspondant anz quatre points donnés.

Les centres de toutes les sections coniques assujettics & toucher deux
druites et & passer par deux points donnés sur un plan sont situés sur
wne autre section conique passant par le point &'intersection des deux
droites, par & milicre de la distance qui sépare entre eux les deux points,
et par le milicw de la partic interceptee par ces droites sur la direction
indéfenic de celle qui renferme les dewy mémes points (*).

Y.

RECHERCHES DIVERSES SUR LE LIED DES CENTRES DES SECTIONS CONIQUES
ASSUJETTIES A QUATRE CONDITIONS, ET SOLUTION DE DEUX PROBLEMES
PROPOSES A LA PAGE J72 DU TOME XI DES ANNALES.

(T. XII des Annales, 1°F février 1832.)

ProBLEME. — Déterminer le liew des centres de toutes les scctions co-
niques qui, touchant & la fois deux droites données , passent en outre par
deux points doranés 2

Solution, — Concevons une droite par les deux points dont il sagit;
sa direction indéfinie sera cello d'une sécante cammune & la fois i toutes
les sections coniques proposées; ainsi, nous pouvens poser la question
J’une maniére plus générale, comme il suit :

{*) Je supprime ici une note oir M. Gorgonne, rappelant son ¢legante et gé-
nérale solution du probléme des sphéres et des cercles tungents, emet, comme
moyen d’émulation permis au rédacteur d'un Journal, Yopinion que le pro-
bléme proposé, p. 234 du t. VIl des Annales, oi il s'agit de décrire une co-
nique qué en towche cing autres sur un plan, cst peui-tire susceptible d'uac
construction élégante ct facile. Mais VArticle ci-aprés et ses propres recher-
ches analytiques, inscrées aw t. X1 des Annales, ont dit convaincre M. Gergonne
qu'il n'en pouvait dtre ainsi. (Note de 1863.)
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