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Commentaire : siune notation simple a été utilisée dans la partie A, une notation symétrique a été mise en
Tuvre dans | efinrdededager les@®rdes passani parllegoint d'Euler
Poncelet. L'auteur rappelle qu'il n'a pas trouvé de solution élémentaire concernant le premier
cercle de BrianchePRonceleet qu'une différence nette concernant le point d'Hedarcelet
d'avec celui de Fontenéarpu étre précigggéométriqumentmaisseulementorstatée
visuellementL'auteur a traité dans un autre arfidéecas ou le quadrilatére est cyclique.

A. EULER ET PONCELET

|. LE POINT D'EULER D'UN QUADRILATERE

1. Le A-cercle d'Euler d'un quadrilatere

VISION

Figure :
C
D
A 1 B
Finition : ABCD un quadrilatere,
et 1 le cercled'EulerBevari du triangle ABD

Définition : 1 est "le Acercle d'Eulede ABCD".
2. Lesquatre cercles d'Euler d'un quadrilatere

VISION
g Ayme J:L., A propos de I'anticére d'un quadrilatérés.G.G.vol. 8 ; http://pagespersorange.fr/jl.ayme/.

s Ayme J:L . , |l es cercles de Korl ey, Bitpl/magespérsorage.fil.agne/. v o | .



Figure :

1
Traits : ABCD un quadrilatere
et 1,2,3,4 lesA, B, C, Dcercles d'Eulede ABCD.
Donné : 1, 2, 3 et4 sont concourants.

VISUALISATION *

e Notons I,J,K, L, M, N les miliew resp. ddAB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD]
et Eu le point d'intersection dget4 qui n'appartient pas a [GD

e Scolies: (1) (LM) // (IN)
2 (MI) /] (NK).

e Une chasse angulaireldpres :
d'apres le théoréme "Angles a cotés paralleles”, <LMI
d'aprés le thdreme de l'angle inscrit, <JNK

<JINK ;
<JEuK ;

de l'auteur.



par transitivité de la relation //, <LMI = <JEuK.

e D'aprés'Le parallélogrammele Varignofi (Cf. Annexel), (LK) /7 (13).

e Le cercle4, les points de base M etiHes moniennes brisées semblables naissédté3 et (KEuJ),
les paralléles (LK) et J)), conduisentathéorémeales den moniennesle Reim(Cf. Annexe2) ;

en consequence, M, Eu, | et J sont cocycliques
e Scolie: ce cercleest leB-cercled’Eulerde ABCD i.e. 2.
e Conclusion patrtielle: 2, 3 et4 sontconcourants enle

e Mutatis mutandis, nous montrerions que 1, 3et4sont concourants erug

e Conclusion: 1, 2, 3 et4 sont concourants erug

Enoncé traditionnel :  les cercles d'Euler des quatre triangles déterminés par les sommets d'un guadrilat
sont concourants.



Note historique :

Scolies :

Une précision:

1)
(2)

intitulé

l'auteur a associé le nom d'Euler au point de casculte a un artickede la

littérature géométrique qui indiquait qu'Eulea@approché ce poirgn considérant

un quadrilatére cyclique.

En 194, M. T. Lemoinésignale ce résultat et en 19t2ppachprécise que ce

résultat devait étreonny sans douteavant lui.En 1821, Jealictor Poncelétpublie

en collaboration avec Charles Julien Brianchon, ce résultat qu'il avait envisagé durant
sa captivité en Russie en considérant une cor@tjleeconcept de polair8ignalons

gue dans son article, Poncelet (re)démontre dans le théoreme IX, le cercle d'Euler et
plus précisément le cercle des neuf points

En 1929 Roger Arthur Johnsdren done une solution angulaire.

sows le point de vue des cerclesd®&, Euest"le point d'Euler de ABCD"

Eu existe si ABCD n'est pas orthocentriguee que chague sommet n'est pas
I'orthocentre du triangle déterminé par les trois ausiesn les quatreercles d'Euler
coincident

d'aprés les recherches dedtiorien James Sturgeon MacKag cercledit d'Euler
n‘apparaihulle part dans l'oeuvre de cekii Mackay® dans un article de 1892,

History ofthe Nine Point Circleattribue ce cercle a John WhitteyJne autre source
attribue ce cercle lAngénieur civil Benjamin Bevahqui posait la question suivante :

Montrer que le centre O du cercle circonscrit a un triangle ABC est le milieu du
segmenjoignant le centre | du cercle inscrit au centre du cercle circonscrit du
triangle excentral et que le rayon de ce cercle est le double de celui circonscrivant
ABC.

Une solution en a été donnée dans le méme numéro de la revue citée a la page 143.
Pourl'histoire de ce cercle, le lecteur pourra se reportePaozeedings.

Une courte biographie de Leonhard Euler

° Référence non retrouvée.

g LemoineM. T., Note de géomnide, Nouv. AnnMath. 4, 400402, 1904.

7 HappachZeitschrift fur Math. undNat. Unterricht43(1912)175.

8 Brianchon CJ.,Ponceletl-V., Recherche sur la détermination ditnyperbole équilatére au moyen deatre conditions
donnéesAnnales de Mthématiques pures et Appliqué2821-1822) 23-25;
Annales Mathématiquete Montpellier val X1 (01/01/1821) 50416 ;théoréme VII, p. 511.

S Johnson R. AAdvanced Euclidean Geometiover, New York 1960(from 1929 original40-243

10 MacKay J.S.,Plane Geometr{1904)

L Whitley J., Gentleman's Mathematical Companigii808) 133.

12 Bevan B.Mathematical Repositonge Leybourn | (1804) 18

3 Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society X (1893) 1957.



Le cyclope mathématique

Léonhard Eulétest né le 15 avril 1707 a Bale (Suisse).
L'année suivante, il quitte cette ville pour aller a Riehen ou son pére devient le pasteur calviniste du lieu.
Son pére, Paul Euler qui avait éi# les mathématiques avec Jacques Berndiib41705) commet pour ainsi
dire, "l'erreur" de les enseigner a son fils et devient ainsi le premier maitre de Léonhard.
Aprés des études de philosophie, Euler décide de se consacrer entiérement aux madsriiive de Jean
Bernoulli (16671748) I'un des fréres de Jacques, il se lie d'amitié avec ses fils N{d@851726)et Daniel
(1700-1782) puis quitte dans sa vingtieme année, sa famifler aller les rejoindre a SPetersbourg pour
occuper un pste d'assistant a I'Académie de cette ville ou ils professaient les mathématiques depuis 1725.
Les premieres années de son séjour en Russie sont difficiles, mais le départ inattendu de Daniel pour la Suisse en
1733, lui permet de devenir professeur a som et d'améliorer ainsi son quotidien.
La méme année, il épouse une compatriote, la fille du peintre Gsell dont la famille s'était établie en Russie depuis
de nombreuses années. Les enfants naissent les uns apres les autres et a 33 ans, en plelidgdoitpatd
son oeil droit.
En 1741, il accepte l'invitation du roi de Prusse, Frédéric le Grand, pour aller travailleacétie de Berlin. Il
y demeurgpendant 25ns avant de retourner en 1#6Russie ou Catherine 1l lui offre une maison pesr &3
enfants. Sa vue continue de baisser et il se voit contraint d'écrire sur une ardoise pour faire ses calculs.
En 1771, le feu détruit sa maison, mais il a le temps de sauver tous ses manuscrits.
A 69 ans, il devient veuf et I'année suivante, il sear@mavec la demrsoeur de sa femme.
Il meurt le 18 septembre 1783 & Fetesbourg (Russieplors qu'il buvait du thé avec des amis laissant a la
postérité une oeuvre constituée de 45 volumes et plus de 700 articles.

3. Des cercles passant par le pdid'Euler

VISION

Figure :

e Surnom donné par Frédérie Grand qui, tout en faisant allusion a la perte de son oeil droit, soulignait son oeuvre cyclopéenne

dans le domaine mathématique.
University of St Andrews http://www-groups.dcs.sand.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html



Traits : aux hypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
H I'orthocentre de ABC.
et 5,6,7 les cercles d'Euler des triangles HAD, HBD, HCD.

Donné : 5, 6 et 7 sont concouwants ergu.

VISUALISATION

e Scolie: 2, 4 sont resples B, D-cercles d'Eule de ABCD,

e D'apredA. I. 2. Les quatre cercle d'Euler d'un quadrilatére,
appliqué a ABCD, 2 et4 passat par Eu.

. C

e D'apres "Le théoréme d'Hamilton" (Cf. AnneXe 2 est le cecle d'Euler du triangle HCA

e D'aprés Al. 2. Les quatre cercle d'Euler d'un quadrilatére,
appliqgué &HCDA, 2,45 et7 sont concourantsnEu.



e D'aprés "Le théoréme d'Hamilton" (Cf. Anne}e 2 est le cercle d'Euler du triangle HAB.

e D'aprés Al. 2. Les quatre cercle d'Euler d'un quadrilatére,
appliqué &HDAB, 2,5 et6 sont concarants en Eu.

e Conclusion : 5, 6 et7 sont concourants en Eu.

Scolie : Eu est le point d'Euler des quadrilateres HCBEIDAB et HBCD.

Commentaire: cet t e situati on mdetconceptde "ceele des mileuxd'unauktkic'u v r e
gui sera envisagéans la partie

Il. LE POINT DE PONCELET D'UN QUADRILATERE

Commentaire : l'auteur a préféré parler du poide Poncelet indépendamment de celui d'Euler.
Pour cela, il s'eshispiré d'une idée fractionnée sous fodiexercces apparemment
indépendants et distillédiscretemenpar Igor Federovitch Sharydfrdans son livrdroblemas
de geometriaRappelons que Roger Arthur JohnSawait déloppé cette idée sous forme de
théorémes enchainés en 1929.
L'auteurn'a donc pas suila techniqueangulare développée palohnson.

1. Le A-cercle des milieux d'un quadrilatére

28 Sharygin I. F(?-2004) Problemas de geometri&ditions Mir, Moscou (1986).
o Johnson R. AAdvanced Euclidean Geometover, New York 1960(from 1929 original40-243.



Figure :

Finition :
et

Définition :

VISION

C
D
L
A I B
1

ABCD un quadrilatere,

I, M, L les miliew resp. ddAB], [AC], [AD]

1 le cecle passant pdr M, L.

1 est "le Acercle des milieux de ABCD".

2. Lesquatre cerclesdes milieuxd'un quadrilatere

Figure :

Traits :
et

Donné :

VISION

A
1
ABCD un quadrilatere,
I,J,K, L, M, N lesmilieux resp. ddAB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD]
2,3, 4 lesA, B, C, D-cercles des milieux de ABCD.

1, 2, 3et4sontconcourants.

18

Sharygin I. F.Problemas de geometri&ditions Mir, Moscou (1986), Il. 210 p.112.



VISUALISATION

e Considérons le triangle IIM et legandesadjacentpar un cotédN1J, KMJet LIM.

e Scolies: Q) (NI), (KM) et (AD) sont paralleles entre elles
2) (NJ), (LM) et (CD) sont paralléles entre elles
(©) (JK), (IL) et (BD) sont paralléles entre elles.

e Une chasse angulaireld prés :
d'aprés le théoreme "Angles a c6tés parallélesINI = <ADC , <JKM =<BDA , <MLI=<CDB.

e La somme des angles <INJ, <JKM et <MLI est égal a I'angle filip&és.
e Conclusion partielle : d'apred_e théoreme deleis (Cf. Annexed), 1, 2et3sont concourants

e Mutatis mutaxdis, nous montrerions que 2, 3et4 sont concourants

A
e Conclusion : 1, 2, 3 et4sont concourants
e Notors Em ce point de concours.

Enoncé traditionnel :  les cercles des milieux d'un quadrilatére sont concourants.



Scolies: Q) les points Em et Eu

e Notons G le point médian de ABCD,
1,2 les C, Dcercles des rtieux de ABCD
et 3,4 les C, Dcercles d'Euler de ABCD.

e (IK), (JL) et (MN) étant concourantes en G, 1 et3 sont symétriques par rapport a G
2 et4 sont symétriques par rapport a G.
e Conclusion: Em est le symétrique de Eu par rapport a G.
Note historique: ce résultat m'a été communiqué par le hollan@aiss van Tienhoven
(2) Le quadrilatere EUMEmN est un parallélogramme.
3. Deux isogonales symétriques

VISION

Figure :

12



-
<
@]

A B
Traits : 1 un cercle,
[AB]  un diamétre d4,
C,D deux points dd& comme indiqué sur la figure,
lac l'isogonale d€AC) relativement au triangle ABD,
lad I'isogonale d€AD) relativement au triangle ABC
et M, N les seonds pointgl'intersectiorresp.delac, lad avecl.

Donné : (AB) est la médiatrice dgvVIN].

VISUALISATION

A .
e Scolie: M et N sont distincts.
¢ lac étant l'isogonale de (AC) relativement a ABD, (MC) /I (BD)
lad étant l'isogonale deAD) relativement 8ABC, (ND) /I (BC).

e Les quadrilatéres cycliques BCMD et BCDN étant deux trapézes isoc@bbs= CD et
par transitivitéde la relation =, BM = BN.

CD =BN,;



e Notons @] le centre dd.
e D'aprés le théoréme de la médiatrice,(OB) est la médiatrice de [MN].

e Conclusion : (AB) est la médiatde de[MN].

Scolies (1) a partir du point B
N’
A
Ibc
M 1
Traits : 1 un cercle,

[AB]  un diamétre dd,
C,D deux points dd comme indiqué sur la figure

Ibc I'isogonale d€BC) relativement au triangiBDA,
Ibd I'isogonale d€BD) relativement au trianglBCA
et M', N' les seconds pointdintersectiorresp.delbc, Ibd avecl.
Donné : (BA) est la nédiatrice ddM'N.

(2) D n'est pas sut



VISION

Traits : 1 un cercle,
[AB]  un diamétre d4,
C,D deux points d& comme indiqué sur la figure,

lac l'isogonale de (AC) relativement au triangle ABD,

lad l'isogonale de (AD) relativement au triangle ABC

M, N les seconds points d'intersection respladelad avecl,

Ibc l'isogonale de (BC) relativement au triangle BDA,

Ibd l'isogonale de (BD) relativement au triangle BCA,

M', N" les seconds pats d'intersection resp. diec, Ibd avecl,
et C*, D* les points d'intersection resp. kde etlbc, delad etlbd.

Donné : (AB) est la médiatrice de [C*D*

VISUALISATION

e C*estl'isogonal de C relativeant aABD.
e D* est l'isogonal de D relativement a BCA.
e D'apres A. Il 3. Deux isogonales symétriques,

4 lac etlad sont symétriques par rapport a (AB)
i Ibc etlbd sont symétriques par rapport a (BA)



1€

en conséquence, C* et D* sont symétriges par rapport a (AB).

e Conclusion : (AB) est la mémhtrice de[C*D*].

4. Le A-cercle pédald'un quadrilatére

VISION
Figure :
Finition : ABCD un quadrilatere,
I, J, K les pieds des perpendiaures abaissées de A resp. sur (BC), (CD), (DB),
et la le cercle passant phrJ, K.
Définition : laest "le Acercle pédal de ABCD"
5. Intersection de deux cercles pédaux d'un quadrilatere

VISION

Figure :



Traits : ABCD un quadrilatere,
et 1la 1d les A, Bcercles pédaux de ABCD.

Donné : laetldse coupent sur (BC)

VISUALISATION

e Considérons l¢riangleBCD etle point A
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D'aprés MathieuTheisogonal theorem" (Cf. Annexs),
les isogonales de (BA), (CA) €DA) relativement a BCD concourent a l'isogonal de A

Notons A* l'isogonal de A.

Scolie : Q) laestle A-cercle de Mathieu relativement a BCD
(2) A* est le symétriquele A par rapport au centre tla.

Notons X le second point d'intersection de (B&jecla

Conclusion partielle : d'apres "Le cercle de Mathieu" (Cf. AnneXe (A*X) L (BC).

C

D*

Corsidérons ldriangle ABC etle point D.

D'aprésMathieu "The isogonal theoren(iCf. Annexeb),
les isogonales d@D), (BD) et (CD) relativement a ABC concourent a l'isogonal de D

Notons D* I'isogonal de D.

Scolies : (1) ldestle D-cercle de Mathieu relativement a ABC
(2) D* est le symétrique de D par rapport au centrédle

Notons Y le second point d'intersection de (B&ecld.

Conclusion patrtielle : d'aprés "Le cercle de Mathieu" (Cf. AnneXe (D*Y) L (BC).



e D'apredA. Il. 3. Deux isogonales symétrigues (BC) est la médiatrice de [A*D*] ;
en conséquences, (1) X et Y sont confondus
(2) laetldpassenpar le milieude [A*D*].

e Conclusion : laetldse coupent sur (BC).

Enoncé traditionnel :  les cercles pédaux de deux sommets d'un quadrilatére se coupent en un méme point
sur le"coté' joignant les deux autres sommets.

Scolie : (BCX) est la médiatrice de [A*D*].

6. Les quatre @rcles pédaux d'un quadrilatere

VISION

Figure :



Traits :

Donné :

" 1c

ABCD un quadrilatére

I, J, K les pieds des perpendiculaires abaisséesms@sur (BC), (CD), (DB),
L,M, N les pieds des perpendiculaires abées de Besp.sur (CD), (DA), (AC),
O,P,Q les pieds des perpendiculaires abaisséesréspsur (DA), (AB), (BD),
R,S, T les pieds des perpendiculaires abaisséesm@ssur (AB), (BC), (CA),

et la,1b,1c, 1d les A, B, C, Dcercles pédax de ABCD.
1a, 1b, 1cet1dsont concourants

VISUALISATION

2C
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e Notons A* l'isogonal de A relativement au trian@€D,
B* I'isogonal de B rekivement au triangl€DA,

C* l'isogonal de C relativeemt au triangl®©AB

et D* l'isogonal de D relativement au triangi&C.

e D'aprés A. Il 5. Intersection de deux cercles pédaux d'un quadrilatére,
mutatis mutandis, nous montrerions que

Q) laetlbpassenpar le milieu de [A*B*]
1betlcpasset par le milieu de [B*C*]
1cetldpassent par le milieu de [C*D*|
ldetlapassent par le milieu de [D*A*].

(2) laetlcpassenpar le milieu de [A*C*|
1bet1d passent par le milieu de [B*D*]

e Conclusion : d'aprés A. Il 2. Les quatrecerclesdes milieuxd'un quadrilatére appliqu&B*C*D* ,
1a, 1b, 1cet1d sontconcourants

e Notons Po ce point de concours.

Enoncé traditionnel :  les cercles pédawecthaque sommet d'un quadrilatére relatif au triangle déterminé
par les trois autres sonets, sont concourants.
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Scolies: Q) sous le point de vue des cercles pédauxPo est "le point de Poncelet de ABCD".

(2) Des médiatrices

(BC) est la médiatrice de [D*A*]
(CD) est la médiatrice de [A*B*]
(DA) est la médiatce de [B*C*]
(AB) est la médiatrice de [C*D*]
(AC) est la médiatrice de [B*D*]
(BD) est la médiatrice de [C*A*].

* Ok X X X %

Note historique : ce résultaattribué dans la littérature géométriquéeanVictor Poncelet a été
angularement traité en 1929 pRoger Arthur Johnséh L'auteur précise qu'il n'a pas
constaé la présencele @rcles pédaux dans l'artide BrianchorPoncelet
Cemémerésultata été proposé en 1986 pgor Federovitch Sharygihdans son livre
Problemasde geometriatrappeléen 199%ar E. M. Schrodéren utilisant une
conique.

Une courte biographiede JeanVictor Poncelet:

Le vrai créateur de la géométrie supérietire

Jean Victor Poncelétest née 1 juillet 1788a Metz(Lorraine, France)
Enfant illégitime de Claude Poncelet et de Aiharie PerreinJeanVictor est le fils d'unriche propriétaire
terrienet avocat au parlement de Metz. Du fait de la nature de sa naissance, il est mis en nourrice au cours de sa
premiere année dans la famille Olier a S&mbld, une ville proche de MetAprés le mariage de son avec sa
meére, JealVictor retrouve sarraie famille maigeste auprés de sa chaleureuse famille d'accueil jusqu'en 1804
Eléve du Lycée de Meten classe préparatojrié entre en 1807 a I'Ecole polytechnique ou il suit les cours de
géométrie de Carnot et de Monge qui lui permettent de redécouvrir les idées de DeBargaeré fragile, il
manque la plupart des cours de troisieme arlPkenu officier en 181@ I'adge de 22 ana poursuitdurant deux
années ses étudeskcbled'Application de Metz.
Promu lieutenan& la sortie il rejoint 'armée de Napoléoet se voit confier la tache de fortifiéa ville de
Rammekens(PaysBas) sur I'lle de Walcheren situer a I'estuaire de I'Esdanitjuin 1812, ilrejoint la Grande
Armée deNapoléon a VitepsKLituanie) lors de la campagne de Russie 18 ao(itl812,il est aSmolensk
(Biélorussie)et commence &ntreprentk la consruction de ponts sur le Dniepr. phssesnsuitecing semaines
dans la ville dévastée de Moscou avant la itetckcidée par Napoléda 19octobre Durant cette retraite, il est

L2 Briancha C.J.,Ponceletl-V., Recherche sur la détermination ditnyperbole équilatére au moyen deatre conditions

donnéesAnnales de Mathématiques pures et Appliq#821-1822) 22325 ;
Annales Mathématiquete Montpellier val X1 (01/01/1821) 50416 ; théoreme IX, p. 512.

2 Johnson R. AAdvanced Euclidean Geometiover, New York 1960(from 1929 original240-243
= Sharygin I. F(?-2004) Problemas de geometri&ditions Mir, Moscou (1986)probléme II. 212 p. 112
22 Schréder, EM., Zwei 8 KreiseSatze fur ViereckeMitt. Math. Ges. Hambur8, 105117, 1999.
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fait prisonniempar I'armée de Kutuzov, 9 novembrel812prés dda ville de Smolensk Commence alors pour

lui cing mois dune marchede 800 km durant le terrible hiver de 181213 pour rejoindrea travers les steppes
Saratov(Russie)sur la Volga ou il est emprisonné. Durant les deux années de captivitéeoa privéde toute

espece de livres et de secours, surtout distrait par les malheurs de sa patrie et les miens prairag"pdint

ses idées sur les propriétés projectives des figures.

De retour a Metz ejuin 1814, il travaille en tant qu'officier de génie. Entre 1817 et 1819, il écrit un mémoire sur
La théorie générale des polairesciproques donnant ainsi naissanéa @eométrie supérieure i.e. a la géométrie

des transformations. En 1821, il prouve que le triangle orthique et médian ont le méme cercle circonscrit.
L'année suivante, il publie le célebfeaité des propriétés projectives des figudems laquelle il itroduit des
éléments imaginaires, "la droite a I'infini", en s'appuyant sur le principe de continuité :

si, une figure se déduit d'une autre par un changement continu et

si, la seconde est aussi générale que la premiére

alors, toute propriété de larpmiére figure est nécessairement aussi une propriété de la seconde.
En 1825, il devient professeur a I'Ecole d'application de Metz qitiegen 1835 pour aller & Pagsseigera la

faculté des sciences. Nommé général, il prend le commandementale pBlytechnique.
Il décedde 22 décembre 1867 & Paris (France)

lll. LE POINT D'EULER i PONCELET D'UN QUADRILATERE

1. Un cerclepédal passant par le point d'Euler d'un quadrilatére
VISION

Figure :



Traits :

et

Donné :

ABCD un quadrilatere,
Eu le point d'Euler de ABCD
la le A-cercle pédal de ABCD.

lapasse par Eu.

VISUALISATION #

25

de l'auteur.
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¢ Notons I, J, K les pieds des perpendiculaires abaissées depA sar (BC), (CD), (DB),
P le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur (AB),
R le pied de la perpendiculaire abaissée de D sur (AB),
1,2 les cercles d'Euler resp. des triangles ABD, ABC
A le milieu de [AB
et 3,4 les cercles de dinétre resp. [AC], [AD].
e Scolies: Q) lapasse parl, JetK

(2) 1et2se coupent en A' et Eu.

e D'apres Thales "Triangle inscriptible dans un demi cercle”, (1) I, J et P sont suB
(2) J, KetR sont sut.

e D'aprés.ebesguéle théoréme des g cercles® (Cf. Annexe7) appliquéa4, 1, 2 et3,
J, K, Eu et | sont cocycliques i.e. da

e Conclusion : 1apasse par Eu.

Commentaire : ce résultat a été prouvé angulairemaatRoger Arthur Johnséh

2. Point d'Euler et point de Poncelet d'un quadrilatere

= Ayme J:L., Du théoreme de Reim au théorédes six cercles, G.G.G. vol. 2, p88 http://pagespersorange.fr/jl.ayme/.

20 Johnson R. AAdvanced Euclidean Geometiover, New York, 1960 (from 1929 originalj 397, p. 242



VISION

Figure :
////
_ 1c

Traits : ABCD un quadrilatere,

Eu le point d'Euler de ABCD

la 1b, 1c, 1d lesA, B, C, Dcercle pédaude ABCD

et Po le point de Poncelet de ABCD.
Donné: Po et Eu sont confondus
VISUALISATION

e Mutatis mutandis, nous montrerions que 1b passe par Eu

1c passe par Eu
1d passe par Eu.

e D'aprés A. Il 6. Les quatre cercles pédaux d'un quadrilatére, 1a, 1b, 1cetldsont concorants en Po.

e Conclusion : Po et Eu sont confondus.
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Note historique : d'aprés Georges Fontéhé&e résultat semble étre trés connu en 1905.
Ce résultat de Jeaictor Poncel€t que l'auteur n'a pas rencontré dans la référence
citée,a étéangulairement traité en 1929 pRoger Arthur Johnsdéhet (re)démonté
en 1999 par E. M. Schrédeen utilisant une conique.

Scolie : Po est le point d'EuldPoncelet de ABCD
ou plus brievement
le point de Poncelet de ABCD.

B. ETUDE D'UNE FIGURE

I. LE POINT DE DEPART

1. Le premier cercle de BrianchoAPoncelet

VISION

Figure :

Traits : ABCD un quadrilatere,
Po le point d'EuleiPoncelet de ABCD,
E,F G les points d'intersection d&C) et (BD), de (AD) et (BC), de (AB) et (CD),

20 Fontené G., Extension du théoréme de Feuerliminvelles Annales (1905) 504506.

2 Brianchon CJ.,Ponceletl-V., Recherche sur la détermination ditnyperbole équilatére au moyen deatre conditions
donnéesAnnales de Mathématiques pures et Appliq#821-1822) 23325;
Annales Mathématiquete Montpellier wl. X1 (01/01/1821) 504616 ; théorémes VIl et IX, p. 51312.

20 Johnson R. AAdvanced Euclidean Geometiover, New York 1960(from 1929 original240-243

&= Schréder, EM., "Zwei 8-Kreise Satze fur Vierecke.Mitt. Math. Ges. Hambur@8, 105117, 1999.
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et 0 le cercle circonscrit du triangle XYZ.

Donné : 0 passe par P8&.

Commentaire : JeanPierre Ehrmantia communiqué au sitdyacinthod'article de
BrianchorPoncelet dans lequel une hyperboleikqére et le concept de polaire
permet de résoudre cette question.
N'ayant pu trouver une preuve ® ®mentaire,
Pour cela, une nouvelle notation de la figure est nécessaire.

Une courte biographie de CharlesJulien Brianchon

Charles Julien Brianchon est né a Sevres, le 19 décembre 1783.
En 1804, il entre & I'Ecole Polytechnique ou il devient I'éléve de Monge.
En 1806, alors qu'il est toujours éléve, il publie dans leigttle cahier ddournal de I'Ecolele théoréra qui
aujourd’hui porte son nom, aprés avoir rétablit le théoréme oublié de Pascal. Sorti premier de Polytechnique, il
entre dans la carriere militaire en devenant lieutenant d'artillerie. Participant & la campagne du Portugal et
d'Espagne sous Napoléoh,quitte I'armée pour cause de santé et occupe un poste d'enseignant. Apres cing
années de galére, il trouve finalement un poste de professeur a I'Ecole d'Artillerie de Vincennes. C'est entre 1816
et 1818 qu'il écrit un grand nombre d'articles. En 181&&tipromu capitaine d'artillerie.
Il décéde a Versalilles, le 29 avril 1864.

2. Une notation symétrique

VISION

Figure :

= Brianchon CJ.,Ponceletl-V., Recherche sur la détermination ditnyperbole équilatére au moyen deatre conditions

donnéesAnnales de Mathématiques pures et Appliq#821-1822) 23325;
Annales Mathématiquete Montpellier val X1 (01/01/1821) 504516 ; théoréme VI, p. 510.

33 Ehrmann J3P., Nine Circles Concur with nine points circle, Messdgacinthos# 12500 du 26/03/2006 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthdstp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/files/


http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/files/

Traits : ABCD un quadrilatére,
Ad, Ab, Ac les pieds des perpendiculaires abassi#e A sur (BC), (CD), (DB),
Ba, Bc, Bd les pieds des perpendiculaires abaissées de B sur (CD), (DA), (AC),
Cb, Cd, Ca les pieds des perpendiculaires abaissées de C sur (DA), (AB), (BD),
Dc, Da, Db les pieds des perpendiculaires abaissées de (AB), (BC), (CA),
la 1b, 1c, 1d les A, B, C, Dcercles pédaux de ABCD,
Po le point d'EuleiPoncelet de ABCD,
A*, B*, C*, D* les symétriques de A, B, C, D
par rapport aux centres de, 1b, 1c, 1d
et X*, Y* Z* T* U* V* les seconds poistd'intersection déaetlb, delb etlc, delc et 1d,

deld etla, delaetlc, delb etld.

Donné : approfondir.

II. ALIGNEMENTS ET INTERSECTIONS

1. Premieres perpendicularités



VISION

Figure :

B*

Traits : leshypothéses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : (AB) est perpendiculaire a (Y*V*).

VISUALISATION

e D'apres A. Il. 6. Les quatre cercles pédaux d'un quadrilatére,
d'apres Thalés "La droite des milieux" appliqué au triangle B*C*D*,
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires,

e Conclusion : (AB) est perpendiculaire a (Y*V*).

Scolie : autres perpencularités

(AB) L (C*D*;
(C*D*) Il (YAV*) ;
(AB) L (Y*V™).

3C



e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

2. Premiers alignements

Figure :

VISION

(BC)
(CD)
(DA)
(AC)
(BD)

L (X*VH
L (Y*U¥)
L (Z*V¥)
1 (Y*Z%)

L (X*Y#).
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B*

Traits : leshypothéses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : Ac, Bdet X* sont alignés

VISUALISATION



B*

e Notons lab le cercle de diametre [AB] ; il passe par Bc, Ac, Bd et Ad.
e Scolie: (BBd) , (B*D*) et (X*T*) sont paralléles entre elles.
e Conclusion : les cercledabet1a, les points de base Ad et Ac, les paralléles (BBd) et (T*X*),

conduisent au théoren@ede Reim ;
en conséquence, Bd, Ac et X* sont alignés.

Scolies : Q) autres alignements



B*

e Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions que Bd, Ca et Y* sont alignés
Ca, Db et Z* sont alignés
Db, Ac et T* sont alignés
Ab, Cd et U* sont alignés
Bc, Da et V* sont alignés.

(2) Autres alignements

34



B*

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que Ad, Bc et X* sont alignés
Ba, Cd et Y* sont alignés
Cb, Da et Z* sont alignés
Dc, Ab et T* sont alignés
Ad, Cb et U* sont alignés
Ba, Dc et V* sont aligés.

3) Un rappel

e Conclusion : d'aprés A. Il. 5. Intersection de deux cercles pédaux d'un quadril@geet X* sont alignés
D, A et Y* sont alignés
A, B et Z* sont alignés
B, C et T* sont alignés
B, D et U* sont alignés
A, C et V* sont lignés.

(4) Deux triangles en perspective



7 Xc
B* ‘

~Xb oy

e Conclusion : les triangles BcBdBa et ADACADb sont en perspective de centre X*
les triangles CdCaCb et BaBdBc sont en perspective de centre Y*
les triangles DaDbDc et CbCaCd sont en perspective de centre Z*
les triangles AbAcAd et DcDbDa sont en perspective de centre T*
les triangles AbAcAd et CdCaCb sont en perspective de centre U*
les triangles BcBdBa et DaDbDc sont en perspective de centre V*.

3. Premiéresintersectionssur un cercle pédal d'un quadrilatére

VISION

Figure :
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B*

_— 1c

Traits :

Donné :

auxhypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
Xa le point d'intersection d@cBc) et (AbCb)

Xa est sura

VISUALISATION

37
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B*

¢ Notons lac le cercle de diamétre [AC] ; il passe par Ab, Cb, Cd et Ad ;

e D'aprés Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8) applifjgélabet 1acconcourants eAd,
(AcBc) et (AbCb)se coupent suta.

e Conclusion : Xa est surla

Scolie : autres intersections



B*

¢ Notons Xb le point d'intersection de (BdCd) et (BcDc
Xc le point d'intersection de (CaDa)(€dAd)
Xd le point d'intersection de (DbAb) et (DaBa
e Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions que Xb est surlb

Xc est surlc
Xd est surld.

4. Deuxiemesntersectionssur un cercle pédal d'un quadrilatere

VISION

Figure :



_— 1c

Traits : auxhypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
X'a le point d'intersection de (AcDc) et (AdiCd

Donné : X'a est sufa

VISUALISATION

4C
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e Notons lad le cercle de diametre [AD] ; il passe par Ab, Ac, Db et Dc ;

e D'aprés Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8) applifjgélacet 1adconcourants en Ab,
(AcDc) et (AdCd se coupent suta.

e Conclusion : X'a est sutla.

Scolies : (1) autres intersections



7 1c
e Notons X'b le point d'intersection de (BdAd) et (BapDa
X'c le point d'intersection de (CaBa) et (CHAb
X'd le point d'intersection de (DbCb) et (DgBc
e Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions que X'b est surlb
X'c est surlc
X'd est surld.

(2) Figure récapitulative des intersections
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5. Premiéres médiatrices

Figure :

VISION



B*

1b

Xa'

la

C*

1c

/ -
Y
//// X ~— — — )
y - _ -
D

44

Traits :

Donné :

leshypothéses et notations sont les mémes que précédemment

(X*BcAd) est la médiatrice de [XaX'b].

VISUALISATION



D .

Commentaire :

Une premiére chasse angulaireld gres :
d'aprés B. Il. 3. Premiéres intersections,
d'aprées "Le théoreme de l'angle inscrit",
d'aprés B. 1. 2. Des alignements,

d'apres "Le théoréme de I'angle inscrit",
d'apres B. Il. 4. Deuxiémes intersections,
par transitivité de la relation =,

Une seconde chasse angulairela@es :
d'aprés B. Il. 2. Des alignements,
d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit",
d'aprés B. Il. 3. Premiéres intersections,
le quadrilatére BcAcBdAd étant cyclique,
d'aprés B. Il. 3. Premiéres intersections,
d'apres B. II. 2. Des alignements,

par transitivité de la relation =,

En conséquence,

D'aprés le théoréme "angtétéangle",
nous avons :

nous allons montrer que letanglesXaBcAd et B*BcAdsont égaux.

<AdXaBc = <AdXaAc ;
<AdXaAc = <AdX*Ac ;
<AdX*Ac = <BcX*Bd ;
<BcX*Bd = <BcX'bBd ;
<BcX'bBd = <BcX'dAd ;
<AdXaBc = <BcX'dAd.

<BcAdXa = <X*AdXa ;
<X*AdXa = <X*AcXa

<X*AcXa = <X*AcBc

<X*AcBc = <BdAdBc ;
<BdAdBc = <X'dAdBc
<X'dAdBc = <X'dAdX*
<BcAdXa = <X'dAdX*.

<XaBcAd = <AdBcX'b.
les triangles<aBcAd et B*BcAdsont égaux

BcXa = BcX'b
AdXa = AdX'b.



e Conclusion : d'aprés le théoreme dert@diatrice,

Scolie :

autres médiatrices

46

(X*BcAd) est la médiatrice de [XaX'b].

Bx .

Xa

la

e Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions que

6. Deuxieémes alignements et deuxiemes médiatrices

Figure :

VISION

(Y*CdBa) est la médiatrice de [XbX'c]
(Z*DaCb) est la médiatrice dXcX'd]
(T*AbDc) est la médiatrice de [XdX'a].



B*

Xa

la

Traits :

Donné :

leshypothéses et notations sont les mémes que précédemment.

X'a, Xb et X* sont alignés.

VISUALISATION
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B*
- \
\
///
/ /
/// 1C
Xa
la
e Notons 1 le A-cercle d'Euler de ABCD ; il passe par Ac, Bc, Dc et Po.

e Conclusion :

Scolies :

e Conclusion :

d'apres Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué ala, 1bet1 concourants en Po, X'a, Xb et X* sont alignés.

(1) autres deuxiemes alignements

mutatis mutandis, nous montrerions queX'b, Xc et Y* sont alignés
X'c, Xd et Z* sont alignés
X'd, Xa et T* sont alignés.

(2) (AB) est la médiatrice de [X'aX*]
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B* |
N .
\
\\
///
//
///// lC
la ;
Xa D*
¢ Nous allons montrer que les triangles X'aCdDc et XbCdDc sont égaux.
e Une chasse angulaire aI2pres :
d'aprés B. Il. 4. Deuxieme intersieat sur un cercle pédal, <CdX'aDc = <AdX'aAc ;
d'apres "Le théoréme de I'angle inscrit", <AdX'aAc = <AdX*Ac ;
d'apres B. Il. 2. Premiers alignements, <AdX*Ac = <BcX*Ac ;
<BcX*Ac = <BcX*Bd ;
d'aprés "Le théoreme de l'angle iS¢ <BcX*Bd = <BcXbBd ;

d'aprés B. II. 3. Premiére intersection sur un cercle pédal, = <BcXbBd = <DcXbCd ;
par transitivité de la relation =, <CdX'aDc = <DcXbCd.



B*

la

Xa~<

-

Une chasse angulaire al2pres :

d'aprées B. Il. 4. Deuxiéme intersection sur un cercle pédal,
d'aprées "Le théoreme de l'angle inscrit",

par hypothéses,

d'aprés "Le théoreme damgle inscrit",
d'apres B. II. 3. Premiére intersection sur un cercle pédal,

par transitivité de la relation =,

En conséquence,

D'apres "le théoréme angledtéangle”,

en conséquence,

<DcCdX'a = <ACdAd ;
<ACdAd =<ACAd;
<ACAd =<BdCB;
<BdCB =<BdCbB;
<BdCbB = <XbCdDc ;
<DcCdX'a = <XbCdDc.

<X'aDcCd = <XbCdDc.

Conclusion : d'aprés "Le théoréme de la médiatrice", (AB) est la médiatrice de [X'aXb].

3) Autres deuxiemes médiaes

5C

les triangles X'aCdDc et XbCdDc sont égaux ;
DcX'a = DcXb
CdX'a = CdXb.



X'a

e Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions que(BC) est la médiatrice de [X'bXc]

(4)

(CD) est la médiatrice de [X'cXd]
(DA) est la médiatrice de [X'dXa].

Figure récapitulative deg@sondes médiatrices
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7. Troisiemesintersectionssur un cercle pédal d'un quadrilatére

VISION

Figure :

52



Traits : auxhypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
X"a le point d'intersection de (AbDb) et (AdBd

Donné : X"a est surla
VISUALISATION
¢ D'apres Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8) applifjaélabet 1ad concourants en Ac,

(AbDb) et (AdB9 se coupent suta

e Conclusion : X"a est surla

Scolies : (1) autres intersections



e Notons X"b le point d'intersection de (BcAc) et (BaCa
X"c le point d'intersection de (CdBd) et (CbhDb
x"d le point d'intersection de (DaCal) (DcAQ.

e Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions que X"b est surlb
X"c est surlc
X"d est surld.

(2) Figure récapitulative
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8. Troisiemes alignements et troisiemes médiatrices

VISION

Figure :



Traits : auxhypothéses et notations précédentes, nous ajoutons

Donné : X"a, X"c et U* sont alignés.

VISUALISATION
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,///
" 1c
¢ Notons 4 le D-cercle d'Eutr de ABCD ; il passe par Db, Ab, Cb et Po.
e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué ala, 1cet4 concourants en Po, X"a, X"c et U* sont alignés.

Scolies : (1) autre troisieme alignement
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e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que X"b, X"d et V* sont alignés.

(2) (X*AcBd) est la médiatrice de [X"aX"b]



Nous allons montrer que

Une premiére chasse angulaireld gres :
le quadrilatére XaAcX"aAd étant cyclique,
d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit",
d'aprés B. Il. 2. Prei@rs alignements,
d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit",
d'aprés B. Il. 7. Troisiémes intersections,
par transitivité de la relation =,

Une seconde chasse angulairel&@es :
d'apres B. II. 7. Troisiéemes intersections,
le quadrilatere AcBdAdBc étant cyclique,
d'apres B. Il. 7. Troisiéemes intersections,
d'apres "Le théoréme de I'angle inscrit",
d'apres B. Il. 2. Premiers alignements,
par transitivité de la relation =,

En conséquence,

D'apres "Le théoreme angtétéangle",
nous avons :

les triangles X"aAcBdteX"bAcBd sont égaux.

<BdX"aAc = <AdXaAc ;
<AdXaAc = <AdX*Ac ;
<AdX*Ac =<BcX*Bd ;
<BcX*Bd = <BcX"bBd ;
<BcX"bBd = <AcX"bBd ;
<BdX"aAc = <AcX"dBd.

<AcBdX"a = <AcBdAd ;
<AcBdAd = <AcBcX*;
<AcBcX* = <X"bBcX*;
<X"bBcX* = <X"bBdX* ;
<X"bBdX* = <X"bBdAc ;
<AcBdX"a = <X"bBdAc.

<X"aAcBd =<BdAcX"b.
les triangles<"aAcBd et X"bAcBdsont égaux

BdX"a = BdX"b
AcX"a = AcX"b.



e Conclusion : d'apres "Le théoreme de la médiatrice", (X*AcBd) est la médiatrice de [X"aX].

3) Autres troisiemes médiatrices

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que(Y*BdCa) est la médiatrice de [X"bX"c]
(Z*CaDb) est la médiatrice de [X"cX"d]
(T*DbACc) est la médiatrice de [X"dX"a].

(4) (AC) est la médiaice de [X"aX"c]

B* . a

Xb vy \

e Commentaire : nous allons montrer que les triangles X"aDbBd et X"cDbisont égaux.

e Une premiére chasse angulaireld gres :

le quadrilatéere AbX"aAdXa étant cyque <BdX"aDb = <AdXaAb ;
d'apres "Le théoréme de I'angle inscrit", <AdXaAb = <AdX*Ab ;
le quadrilatére AdXaAbU* étant cyclique <AdX*Ab = <AdU*Cd ;
le quadrilatere CbU*CdXc étant cyclique <AdU*Cd = <CbXcCd ;
le quadrilatereCdXcCbX"c étant cyclique, <CbXcCd = <DbX"cCd ;

par transitivité de la relation =, <BdX"aDb = <DbX"cCd.
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X'c
B*
Xb Y*
Xb
b C*
Cb an
X
X'"c
1bec
Ab
(o}
X* Da
Ca
C Ic
Z*
Dc \ B
Ad <d
X"d
lab
1d
Xa
A* xq
la T*
X'a D*
e Une seconde chasse angulairelaf@es :
d'aprés B. Il. 7. Troisiemes intersections, <DbBdX"a = <ABdAd
d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit", <ABdAd =<ABAd;
d'aprés "Le théoreme des angles opposés”, <ABAd =<CdBC;
d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit", <CdBC =<CdBdC;
d'apres "Le théoréme des angles opposés”, <CdBdC =<X"cBdDb;

par transitivité de la relation =,
e En conséquence,

e D'aprés "Le théoréme angtétéangle",
nous avons :

<DbBdX"a = <X"cBdDb.
<X"aDbBd = <BdDbX"b.
les triangles X"aDbBd et X"cDhbdsont égaux

BdX"a =BdX"c
AcX"a = AcX"c.

e Conclusion : d'aprés "Le théoreme de la médiatrice", (AC) est la médiatrice de [X"aX"c].

Autre troisieme médiatrice

(5)

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que(BD) est la médiatrice de [X"bX"d].



9. Segments égaux

VISION
Figure :
X'c
B*
— , \
le /Y* \\\
C* \
- Xc
/ﬁ
///
P " 1c
- Z* -
| xd
|
/'/’““
- 1d
D*
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Traits : leshypothéses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : X*Xa = X*X"b.

VISUALISATION



X'a

e D'apres B. Il. 6. Dexiéemes médiatrices,

en conséquence,

Une chasse angulaire al2pres :

d'apres B. II. 7. Troisiemes intersections,
d'apres "Le théoréme de I'angle inscrit",
d'apres B. II. 3. Premiéres intersections,
le triangle DcX'aXb étant Disocéle,
d'aprés B. Il. 6. Deuxiemes médiatrices,
d'aprés B. Il. 3. Premiéres intersections,
d'aprés "Le théoreme de l'angle inscrit",
d'aprés B. Il. 7. Troisiéemes intersections,
par transitivitéde la relation =,

en conséquence,

e Conclusion : X*Xa = X*X"b

Scolies : (1)

des segments égaux

(ADcB) est la médiatrice de [X'aX*Xb] ;
le triangle DcX'aXb est Desoceéle.

<X"bXaX* = <AcXaX* ;
<AcXaX* = <AcX'aX*;
<AcX'aX* = <DcX'aX* ;
<DcX'aX* = <X'aXbDc ;
<X'aXbDc = <X*XbDc ;
<X*XbDc = <X*XbBc ;
<X*XbBc = <X*X"bBc ;
<X*X"bBc = <X*X"bXa ;
<X"bXaX* = <X*X"bXa ;

le triangle X*XaX"b est X*isocele.

e Conclusion : d'aprés B. Il. 8. Troisiemes médiatrices, X*Xa = X*X"b = X*X"a



(2 Autres segments égaux

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que Y*Xb = Y*X"c = Y*X"b
Z*Xc = Z2*X"d = Z*X"c
T*Xd = T*X"a = 2*X"d.

10. Intersection sur un cercle d'Euler d'un quadilatere

VISION

Figure :
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Traits : auxhypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
Yda le point d'intersection de (BaBc) et (CbCa),
et 3 le C-cercle d'Euler de ABCD.
Donné : Yda est suB.

VISUALI SATION



¢ Notons 1bd lcd les cercles de diamétres resp. [BD], [CD].

e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)

appliqué au triangle BcCbYa avec D sur (BcCb), Ca sur (BcY®aesur (YaBc)
et auxcercleslbd lcdet3 concourants eba,
Yda est suB.

Scolies : (1) une deuxieme intersection

66
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¢ Notons Ydb le point d'intersection de (ChCa) et (AcAb),
lcd lad les cercles de diartreés resp. [CD], [AD]
et 4 le D-cercle d'Euler de ABCD.

e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)

appliqué au triangle CaAcYb avec D sur (CaAc), Ca sur (AcYb) et Ba sur (YbCa)
et auxcercleslcd ladet4 concourats enDb,
Ydbest sur.

(2) Une troisieme intersection
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- 1c

¢ Notons Ydc le point d'intersection de (AcAb) et (BaBc),

lad 1bd les cercles de diamétres resp. [AD], [BD]
et 1 le A-cercle d'Euler de ABCD.

e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle AbBaYc avec D sur (AbBa), Bc sur (BaYc) et Ac sur (YCcAb)
et auxcercleslad 1bdet1 concourants eBc,
Ydc est surl.

3) Le D-triangle de Quang TuanuB



Définition :
(4)
Notons Yab
Yac
et Yad
Par définition,
Notons Ybc
Ybd
et Yba
Par définition,
Notons Ycd
Yca
et Yab

Par définition,

YdaYdbYdc est le Biriangle de Bui relativement a ABCD*.
Les trois autres triangles de Bui

le point d'intersection de (CbCd) et (DcDb),

le point d'intersection de (Db) et (BdBc),

le point d'intersection de (BdBc) et (CbCd).

YabYacYad est le Ariangle de Bui relativement a ABCD.
le point d'intersection de (DcDa) et (AdAc),

le point d'intersection de (AdAc) et (CaCd),

le point d'intersection de (CaCd) et (DbDa).

YbcYbdYba est le Briangle de Bui relativement a ABCD.
le point d'intersection de (AdAb) et (BaBd),

le point d'intersection de (BaBc) et (DbDa),

le pointd'intersection de (DbDa) et (AdAb).

YcdYcaYab est le @riangle de Bui relativement a ABCD.

Bui Quang tuan, Nine Circles Concur with nine points circle, Mesdggeinthos# 12403 12498du 16et 2603/2006;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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11. Le D-triangle de Bui et le triangle X'dX'dXd

Figure :

VISION

Traits :

Donné :

leshypothéses etotations sont les mémes que précédemment.

YdaYdbYdc est homothétique a X'dX"dXd.

VISUALISATION

7C



N

B* - \

\ Xc
///
/ /
///
~— 1c
Xa
X'a

e Notons lad le cercle de diamétre [AD] ; il passe par Ab, Ac, Db et Dc.

e D'aprés B. Il. 3. Premiéiiatersection sur un cercle pédal, Ab, Db et Xd sont alignés ;

d'aprés B. Il. 7. Troisieme intersection sur un cercle pédal, Ac, Dc et X"d sont alignés.

e Les cercledadetld, les points de base Db et Dc, les moniennes (AbDbXd) et (AcDcX"d),
connduisent au théorerfede Reim ; il s'en suit que  (AbAc) // (XdX"d) i.e. (YdbYdc) // (XdX"d).

e Mutatis mutandis, nous montrerions que (YdcYda) // (XdX'd)

71

(YdaYdb) // (X'dX"d).

Conclusion : YdaYdbYdc est homothétue a X'dX"dXd.

Commentaire : nous préciserons le centre de cette homothétie dans la partie suivante.

Scolie :mutatis mutandis, nous montrerions que YabYacYadest homothétique a X'aX"aXa
YbcYbdYba est homothétique a X'bX"bXb
YcdYcaYab eshomothétique a X'cX"cXc.



lll. LES POINTS DE PONCELET ET DE FONTENE

1. Un alignement

VISION
Figure :
B*
C*
J Z*
. o
Traits : aux hypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
I le milieu de [AB]
et Hd, Hc les C, Dpoints d'Euler de ABD, ABC
Donné : X*, Hd, Hc et Po sont aligné¥®

VISUALISATION

25 Résultat de l'auteur.



B'k

C*

.Z*

) o

e Les cercled et2, les points de base | et Po, la moniennes (DcICd), les paralléles (DcHd) et (CdHc),
conduisent au théorénfe de Reim ; en conséquence,

e Scolie :

(HdHc) passe par le point de Poncelet de ABCD.

Hd, Po et Hc sont alignés.



B'k

C*

.Z*

) o

¢ Notons lad le cercle de diametre [AD].

e D'aprés Miquel "Le théoreendes trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle X*AcHd avec Ab sur (X*Ac), Dc sur (AcHd)
et auxcerclesla, ladetl1 concourants eAc,

X*, Hd et Po sont alignés.

e Conclusion : d'aprés I'axiome d'incidence la, X*, Hd, Hc & Po sont alignés

Scolie : deux paralléles
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B-k
Y*
C*
J Z*
) o
e Nous savons que * Ac, Bd et X* sont alignés
% (DHd) // (CHc).
¢ Notons E le point d'intersection de (AC) et (BD),
et E le point d'intersection de (AcHd) @tcBd).

Conclusion : d'aprés Desargues "Le théoréme des deux triangles" (Cf. Annexe 9),

les triangles CBdHc et DAcHd étant en perspective de centre X*(EE") // (CHc).

N

. Avec l'isogonal D* de D relativement a ABC

VISION

Figure :



B*

Traits : aux hypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
2 le cercle d'Euler de ABC
et Po* le second point d'intersection dewvecld.
Donné : Po* est le point de Poncelet de ABCD*

VISUALISATION

e D'apres Mathieu "The pedal circle theorem" (Cf. Annexe 6),
Q) ldest le Dcercle pédal de ABCD*
(2) le centre dd.d est le milieu de [DD*].

76



B*

e Notons 13 le cercle d'Euler de D*AB,
Hd* le D*-point d'Euler de D*AB
et I le second point d'intersection tit et 1.

e Lescercled et1*, les points de base | et I', la moniennes (DclZ*), les paralléles (DcHd) et (Z*Hd*),
conduisent au théoren@ede Reim ; en conséquence, Hd, I' et Hd* sont alignés.
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B*
. o
¢ Nous savons que Hd, Po et Hc sont alignés.
e D'aprés Miquel "Le théoreme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué aux cerclek*, 1 et2 concourants en |,
(Hd*Hc) passe par le second point d'intetiecdel* et?2, i.e. le point de Poncelet de ABCD*.
e La figure étant en position générale, ce point est Po*.

e Conclusion : Po* est le point de Poncelet de ABCD*

3. Le point de Fontené

VISION

Figure :



B*

Traits : aux hypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
@] le centre du cercle circonscrit de ABC,
J,M les milieux resp. de [BC], [AC]
et L le point d'intersection (JM) et (DaDb).
Donné : Po* est le point de Fontené dee®D relativement au triangle ABC

VISUALISATION
e D'apres "Le premier théoreme de Fonténé" (DcL) passe par I'un des points d'intersectioddet 2
i.e. par Po ou Po*.
e Attention: [l'auteur n'a pas trouvé une preuve simple permeteamtahtrer que (Dclpasse par Po*.

e Conclusion : Po* est le point de Fontené de O et D relativement au triangle ABC

Enoncé traditionnel :  le pointde Fontené de O et D du triangle ABC
est
le point de Poncelet du quadrilatere ABCD* ;

le pointde Poncelet du quadrilatere ABCD
est
le point de Fontené de O et D* du triangle ABC.

= Ayme J:L., Les trois théoréemes de Fontené, G.G.G.~ohttp://pagespersorange.fr/jl.ayme/


http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/
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Scolie : ce résultat permet d'apporter une réponse a une question posée par Eric Danneels

C. CERCLES PASSANT

PAR

LE POINT DE PONCELET D'UN QUADRILAT ERE

I. LES AUTRES CERCLES DE BRIANCHON - PONCELET

Commentaire : ce paragraphe est une suite du B. ILelpremier cercle de Brianchdtoncelet.

1. Unlemme

VISION

Figure :
Traits : ABCD un quarilatére,

1,2 les cercles d'Euler resp. des triangles ABD, ABC,

I,J, L les milieux resp. de [AB], [BC], [DA],

L' le second point d'intersection de la paralléle a (BC) passant par IL avec

et J le second point d'intersection de la paral&&(@D) passant par J av@c

Donné : (J'L") passe par f®

37 Danneels E., how to proof Fontetieorems?Messageédyacinthos# 8794 du 08/12/2003 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/
Ayme J:L., Nice Collinear pointsMathlinksdu 15/08/2009 ;
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=47&t=295577.



VISUALISATION

e Notons X le point d'intersection de (AD) et (BC),
M, N les milieux resp. de [XA], [XB],
3 le cercle d'Euler du triangle XAB ; ilgsse par M, N et | ;
et E, F les pieds des A-hauteurs de ABC, ABD.
e Scolies: Q) lpasseparl, LetF
(2) 2passe parl,JetE
e D'aprés Thalés "La droite des milieux" appliqué a XAB, (M) /I (XCB) ;
par hypothése, (XCB) /I (LL" ;
par transitivité de la relation //, (MI) /7 (LLY.
e Les cerclegetl, les points de base F et |, la monienne (MFL), (les paralléles (MI) et (LL"),
conduisent au théorén®de Reim ; en conséquence, (IL") est tangente 8 en I.
e Mutatis mutandis, nous montrerions que (13" est tangente den | ;
en conséguence, (13" et (IL") sont confondues.

e Conclusion : (J'L") passe par |.

Note historique : cette preuve s'inspire de celle de Vladimir Zajic mlosnu sous le pseudonyme
"Yetti" sur le siteMathlinks

2. Les trois autres cercles de Briancheoncelet

VISION
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Traits : ABCD un quadrilatere,

Po le point d'EuleiPoncelet de ABCD,
Iy L les milieux resp. de [BC], AD],
Pj la paralléle a (AD) passant par J,
Pl la parallele a (BC) passant par L
X' le point d'intersection dej et PI,
et 1x' le cercle passant par X', J et L.
Donné : 1x' passe par P&

VISUALISATION

39 Brianchon CJ.,Panceletd-V., Recherche sur la détermination ditnyperbole équilatére au moyen deatre conditions

donnéesAnnales Mathématiqueie Montpellier vol. XI (01/01/1821) 564816 ; théoreme V| p. 511



¢ Notons , 2 les cercles d'Euler resp. des triangles ABD, ABC,

1
I le milieu de [AB]

N le second point d'intersection & avecl,
J' le second point d'intersection &gavec2.
e DapresC.I. 1. Unlemme, (J'L) pass par I.

e D'aprés Miquel "Le théoreme du pivot" (Cf. Annexe 10)
appliqué au triangle X'J'L' avec J sur (X'J"), | sur (J'L") et L sur (L'X"), 1, 2 etlxsont concourants.

e D'aprés A. |. 2. Les quatre cercles d'Euler d'un quadrilatére, Po este point de concours.

e Conclusion : 1x'passe par Po

Note historique : ce résultaest le théoréme lIl de l'article de BrianchBancelef prouvé a l'aide d'une
hyperbole équilatére ; il réapparait dans la preuve du théoréme VII.

diagonales et les cdlés opposés du quadrilatére (Théor. V1); et il en sera
de mémo encore de chacuno des trois circonférences qui, passant par les
points milieux de deux €dtés opposés ou des deux diagonales de ce qua-
drilatére, renfermerait aussi le point oft se coupent les deux paralliles
mendes par chacun d'eux { Théor, I} au ¢dié ou 4 Ta dingonale qui ren-
ferme Vautre,

Scaolies: Q) 1x' est"le X'-cercle deBrianchorPoncelet de ABCD".

0 Brianchon CJ.,Ponceletl-V., Recherche sur laétermination d'uahyperbole équilatére au moyen deatre conditions
donnéesAnnales Mathématiquete Montpellier vol. XI (01/01/1821) 56816 ; théoreme V| p. 506, 511.
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(2 Les deux derniers cercles de BrianctiRoncelet
ly'
C
K
Y
b Poy /"
N
A
L/, \/ N
' Z'
AT RN
A B
\ y
1X| \\ /
. e
- %
e Notons K, M, N les milieux resp. de [CD], [AC], [BD]
7 le point d'intersection
de la pariele a (AB) passant par K et de la paralléle a (CD) passant par |,
VA le point d'intersection
de la paralléle a (BD) passant par M et de la parallele a (AC) passant par N,
1y le cercle passant par Y', |, K
et 17' le cercle passant par Z', M, N.

e Conclusion :

mutatis mutandis, nous montrerions que
®3)
4)

1ly'et1z'passent par Po.
ly'et1z'sont resp.les Y', Z-cercles de BrianchorPoncelet de ABCD".

Le théoréme VIII ou un résultat angulatre

41

Brianchon CJ.,Ponceletl-V., Recherche sur la détermination ditnyperboé équilatére au moyen deajre conditions

donnéesAnnales Mathématiquete Montpellier vol. X1 (01/01/1821) 564816 ; théoreme VI, p. 512.



¢ Notons X le point d'intersection de (AD) et (BC).

e Conclusion : <LPoJ et <LXJ sont égaux ou supplémentaires.
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1y
X
C
vy’
Y

e Notons X, Y, Z les points d'intersection de (AD) et (BC), de (AB) et (CD), de (AC) et (BD)
e Mutatis mutandis, nous montrerions que <IPoK et <IYK sont égaux ou supplémentaires

<MPoN et <MZN sont égaux ou supplémentaires.

Il. LES CERCLES DE QUANG TUAN BUI

1. Rappels®

2 Voir B. Il. 7. Troisiéme intersections sur un cercle pédal, scolie 2.



Attention : l'auteur reprend lelsypothéses et les notations de la partie B.

2. Les quatre premierscercles de Bui

VISION

Figure :
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_— 1c
Traits : auxhypothéses et notations précédentes, nous ajoutons
et 1+ le cercle circascrit au triangle XaX"bX'c
Donné : 1+ passe par P&

VISUALISATION

e D'aprés Miquel "Le théoreme du pivot" (Cf. Annexe 10)
appliqué au triangle AcX"bCa avec Xa sur (AcX"b), X'c sur (X"bCa), U* sur (CaAc),
la, 1+ et1csont concouras.

e D'aprés A. Il. 6. les quatre cercles pédaux d'un quadrilatere, laetlcpassent par Po.

e Conclusion : 1+ passe par Po.

Scolies : Q) les trois autres premiers cercles de Bui

43 Bui Q. T.,Nine Circles Concur witimine points circle, Messad#yacinthos# 12403 du 16/03/2006
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.



e Notons 2+, 3+, 4+ les cercles circonscrit aux triangles XbX"cX'd, XcX"dX'a, XdX"aX'b.

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que2+, 3+, 4+ passent par Po.

Note historique : dans son premier message (# 12403) de 2006 au grtygminthosQuang Tuan But
donne sans preuve les cercleset 3+.
Dans son dernier message, Bajoute sans preuve les cerclset4+.

3. Les quatre secondgercles de Bui

VISION
Figure :
i Bui Quang tuan, Nine Circles Concur with nine points circle, Mesdggeinthos# 12403 12498du 16et 2603/2006;
http://tech.groups.yalvocom/group/Hyacinthos/.
43 Bui Quang tuan, Nine Circles Concur with nine points circle, Mesdggeinthos# 12524 du 2®3/2006 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.



X'c

B* -

Xa

X'a
Traits : ABCD un quadrilatere,
Po le pant d'EulerPoncelet de ABCD,
YdaYdbYdc le D-triangle de Bui relativement a ABCD
et 1#d le cercle circonscrit a YdaYdbYdc.
Donné : 1#dpasse par P&

VISUALISATION

48 Bui Q. T.,Nine Circles Concur with nine points circle, Messélyacintros# 12524 du 283/2006;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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e Notons 1,3 les A, Gcercle d'liler de ABCD
et N le milieu de [BD].
e Scolie: 1 et3 passe par N.

e D'aprés Miquel "Le théoreme du pivot" (Cf. Annexe 10)
appliqué au triangle AcYbCa avec Yc sur (AcYb), Ya sur (YbYa) et N sur (CaAc),
1, 3 et 1#d sont concourants.

e Conclusion : 1#dpasse par Po.

Scolies : (1) centre homothétie
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///
D'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle X'dBcYa avebc sur (X'dBc), Yc sur (BcYa)
et auxcerclesld, 1 et 1#dconcourants en Po, Ya, Po et X'd sont alignés.
Mutatis mutandis, nous montrerions que Yb, Po et X"d sont alignés

Yc, Po et Xd sont alignés.

Nous savons que les triangles YaYbYc et X'dX"dXd sont homothétisgu
Conclusion : Po est le centre d'homothétie de YaYbYc et X'dX"dXd.

(2) Deux cercles tangents
Conclusion : les cercled#d, le point de base Po, les moniennes (YbPoX"d) et (YcPoXd),

les paralleles (YbYc) et (X"dXd), conduisent au théc&thde Reim ;

en conséquenceld est tangent a B¥en Po.

3) Les autres seconds cercles de Bui
Notons 1#a 1#b 1#c  les cercles circonscrits dabYacYad, YbcYbdYba, YcdYcaYab.
Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions quelaest tagent a 1# en Po

lbest tangent a B¥en Po
lcest tangent a Then Po.
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4. Commentaire

les quatre cercles d'Euler

les quatre cercles pédaux

les quatre cercles de BrianchBoncelet

les quatre premiers cercles de Bui

lesquatre seconds cercles de Bui d'un quadrilatére

EE S T

passe par le point d'Eut®oncelet de ce quadrilatére.

Rappelons que nous n'avons pas prouvé synthétiquement que le premier cercle de Brianckleh d'un
guadrilatére passe par le point d'Etfencelet de ce quadrilatére.

lll. LES CERCLES DE L'AUTEUR

1. Le Ecercle d'Ayme

VISION

Figure :



B*

_— 1c

Traits :

et

Donné :

E*, U*, V* et E sont cocycliques

VISUALISATION

aux hymthéses et notations précédentesis ajoutons
les points d'intersectiote (AC) et (BD), de (A*C*) et (B*D*).
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B*

o D'aprésB. 5.Intersection de deux cercles pédaux d'un quadrilatere  (BD) est la médiatrice de [A*C*]
(AC) est la médiatrice de [B*]

e Conclusion : d'aprésThales "Triangle inscriptible dans un demi cercle",
E*, U*, V* et E sont cocycliques

e Notons Oe ce cercle de diameétre [EE™*].

Scolie : Oeest "le Ecercle d'/Ayme de ABCD".

2. Le faiceai de Bodenmiller

VISION

Figure :



B*

_ 1c

Traits : aux hymthéses et notations précédentesis ajoutons

F, G le point d'intersection resp. de (AD) et (BC), de (AB) et (CD),

et lac 1bd 1fg les cercles resp. akametre [AC], [BD], [FG].
Donné*: 1fg appartient au faisceau, ndtédéterminé par
% lacetlbd

et o la droite de Steiner du delta, triangle FAB et ménélienne (CDG).

Scolie : F est "le faisceau de Bodenmiller de ABCD".

3. Le Ecercle d'Aymeappartient a F

VISION

Figure :

& Résultat de Bodenmiller.



B*

1b

C*

Traits : leshypothéses et notations sont les mémes que précédemment.

Donné : Oeappartient &.

VISUALISATION
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B*

Notons X, Z
P1ac (V*)
et P1pa (V¥)

Par définition :

Par définition des lignes trigonométriques,

Piac(V¥) = V¥ A.V*C

Pia(V¥) = V*Bc.V* Da.

V*A =V*X/sin <CACb
V*Bc = V*X / sin <DaB®
V*C =V*Z/sin <ACAd
V*Da = V*Z / sin <BcDaB

Calculons le rapport des puissance de V* relativeméiicét 1bd

i.e.

par substitution,

d'apres "Le théoréme des angles inscrits",

Plac (V*) / Plbd (V*)

V*A V*C
V*Bc V*Da

lespieds des perpendiculaires abaissées de V* resp. sur (AD), (BC).
la puissance de V* relativementLac
la puissance de V* relativementLad

T AR
V*Bc V*Da '

_ sinZDaBcD sinZBcDaB,
SinZCACb " sin/ACAd '

sin/DaBcD sinZBcDaB_ sinZCBD sinZADB

sinZ/CACb " sin/ACAd

" sinZCAD sin/ACB'



notons Ra, Rb, Rc, Rd les rayons des cercles circonscrits des triangles BCD, CDA, DAB, ABC ;
i . . sinZCBD sinZADB Rb Rd .
d'aprés "La loi des sinus", - L— = —.—;
sinZCAD sin/ZACB Ra Rc
par transitivité de la relation =, P1ac (V*) | Py (V*) = &b . R—d
Ra Rc

B*

_— 1c
Notons Y, T les pieds des perpendiculaires abaissées de U* resp. sur (AB), (CD).
Piac (U%) la puissance de U* relativementac
et P1pg (U%) la puissance de U* ralivement dbd
Par définition : Piac(U¥) = U*Cd.U* Ab

Pa(U¥) = U*B.U*D.

Par définition des lignes trigonométriques, U*Cd = U*Y / sin <AbCdA
U*B = U*Y /sin <DBDc
U*Ab = U*T / sin <CdARC
U*D = U*T/sin <BDBa.

Calculons le rapport des puissance de U* relativeméatat 1bd



par substitution,

d'aprés "Le théoréme des angles inscrits",

Piac (U*) / Pipa (U%)

U*Cd U*ADb

u*B U*D

sinZDBDc sinZBDBa _

10C

U*Cd U*Ab

u*B U*D

sinZDBDc sinZBDBa
sinZAbCdA sinZCdAbC’

sinZDBA sinZBDC

sin/AbCdA sin/CdAbC

sinZ/DCA sin/BAC '

d'apres "La loi des sinus", S_'nLDBA. S'_nZBDC = &j&b g
sinZDCA sin/ZBAC Rc Ra
Rd Rb _Rb Rd.
Rc Ra Rc Ra’
par transitivité de la relation =, P1ac (U*) / Pypg (U%) = R—b " &j
Rc Ra
B*
\
\\\
////
—~— 1c

e Notons I, K
Plac (E)
et Pbd (E)

les pieds des perpendiculaires abaissées de E resp. su(CAB)
la puissance de E relativementac
la puissance de E relativementlad



e Par définition :

¢ Calculons le rapport des puissance del&tivement d* et2*

o Par

o Par

d'aprés "La loi des sinus",

Plac (E) / I:):Lbd (E) =

Plac (E) = E_A
Plbd (E) = EB.

m
o}

définition des lignes trigonométriques, EA = El/ sin <BAC
EB = El / sin <DBA
EC = EL / sin <DCA
ED =EL / sin <BDC.

substitutin, 2
EB

EC

ED

ED’

sinZDBA sinZBDC .

sin/BAC sin/DCA '’

sinZDBA sinZBDC _ Rd Rb .

sin/BAC sin/DCA Rc Ra’

Rd Rb _ Rb Rd.

Rc Ra Rc Ra’

par transitivité de la relation =, Pi1ac (E) / P1pg (E) = R—b . &j
Rc Ra

e Nous avons :

e Conclusion :

Scolie : une formulé

dans tout quadrilatere ABCD,

le cercle passant par U*, V* et E i.e.

Plac (U*) / Plbd (U*) = Plac (V*) / Plbd (V*) = Plac (E) / Plbd (E)

0* appartient aF.

(

_Rb Rd
Ra’ Rc

sin< BAC sin<CBD sin<DCA sin<ADB _

sin< CAD sin< DBA sin< ACB sin< BDC

4. Le Ecercle d'Ayme passe par Po

Figure :

VISION

48

101

).

Ayme J:-L., a conjecture : true or not trudathlinksdu 10/08/2009 http://mwww.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=294412


http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=294412

10z

" 1c

Traits : leshypothéses et notations sont les mémespéeédemment.

Donné : Oepasse par Po.

VISUALISATION
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B*

_ 1c
Notons lad le cercle de diamétre [AD] ; il passe par Ab, Ac, Db et Dc.
Par hypothése, (AAc) L (CD);
D'aprés B. Il. 1Premieres perpendicularités, (CD) L (Z¥T%);
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, (AAC) I (Z*T™).

Les cercledadet1d, les points de base Dc et Db, le monienne (ADcZ*), les paralleles (AAc) et (Z*T*),
conduignt au théoréme@' de Reim ; en conséquence, Ac, Db et T* sont alignés.
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B*
la
e Notons A** le second point d'intersection de (A*C*) avez
et D** le second point d'intersection de (V*D*) avied
e Scolies: Q) [A* *Ca] est un diamétre dka

(2) [D**Ac] est un diamétre dd.d.

e D'apres Thales "Triangle inscriptible dans un demi cercle”, (A*T*) L (T*Ac);
(T*Ac) L (T*D**);

d'aprés l'axiome IVa des perpendaires, (A**T*) /] (T*D**) ;
d'aprés le postulat d'Euclide, (A**T*) = (T*D**) ;
en conséguence, A** T* et D** sont alignés.

e D'apres Miquel" Le théoréme du pivot" (Cf. Annexe 10) appliqué au triangle E*A**D**
avec U* sur (EA**), T* sur (A**D**) et V* sur (D**E?*), 1a, 1d etOesont concourants.

e Conclusion : Oepasse par Po.

Scolies : (1) le triangle EPOE* est rectangle en Po

(2) Les deux autres cercles d'Ayme
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Notons F, G les points d'intersection resp. (kD) et (BC), de (AB) et (CD),
F*, G* les points d'intersection resp. de (D*C*) et (C*B*), de (D*C*) et (B*A*)
of le cercle passant par F, F*, X* et Z*
et Og le cercle passant par G, G*, Y* et T*.

Of etOg sont resp. "les F, Gercles d'’Ayme de BCD".

Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions queOf passe par Po
Og passe par Po.

. Commentaire : nous venons de répertorier trois nouveaux cercles passant par Po

en plus des vingt cercles déja recensés.

D. APPLICATIONS
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1. Le point de Feuerbach d'un triangle

VISION
Figure :
A
1
B C
Traits : ABC un triangle,
1 le cercle inscrit de ABC
I le centre dd
et Fe le point de Feuerbach de ABC.
Donné : Fe est le point d'EuldPoncelet du quadrilatere ABCI.
VISUALISATION
.
e Notons Po le point d'EuleiPoncelet de ABCI
et 2 le cercle d'Eulét de ABC.
e Scolie: 1 est le tcercle pédal de ABCI.

e D'apres A. I. 6. Les quatre cercles pédaux d'un quadrilatere, Po est sufl.
e D'apres A. I. 2. Les quatre cercles d'Euler d'un quadrilatére, Po est sul.

e D'aprés "Le théoréme de Feuerbagh" 1 et2 sont tangents en Fe ;

9 Aymel-L., Les cercl esG.GGvolMor | ey, Mhipl/mmgespersorange.fr/jl.ayme/
2 Ayme J:L., Le théoréeme de Feuerba¢hG.G. vol. 1 ; http://pagespersorange.fr/jl.ayme/



en conséquemg Fe et Po sont concondus.

e Conclusion : Fe est le point d'EuléPoncelet du quadrilatere ABCI.

Scolie : Feest répertorié sous;Xchez ETC*

2. Le cercle d'Euler du triangle BIC

VISION
Figure :
B

Traits : ABC un triangle,

1 le cercle inscrit de ABC

I le centre dd

Fe le point de Feuerbach de ABC.

et 2 le cercle d'Euler de ABC.

Donné : 2 passe par Fe.

VISUALISATION

51

El theorena de FeuerbaclRevistaoim(Espagne) 26 (2006) ; http://www.campusoei.org/oim/revistaoim/
Kimberling Clark, Triangle Centers af@kntral Triangles ; http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclapa/ETC.html


http://www.campus-oei.org/oim/revistaoim/

D'apres D. 1. Le point de Feuerbach, Fe est le point d'EuldPoncelet du quadrilatére ABCI.

D'aprés A. I. 2. Les quatre cercles d'Euler d'un quadrilatere, Fe est su®.

Conclusion : 2 passe par Fe.

3. La premiére question d'Eric Danneels
VISION
Figure :
la
/ B
/
|
A"
. _ _

Traits : ABC un triangle,

il le cercle d'Euler de ABC,

X un point,

2 le X-cercle pédal de ABC,

O le centre du cercle circonscrit & ABC,

F le point de Fontené de O et X relativement & ABC,

A" le point d'intersection de (OX) et (BC)

et la le cercle de diamétre [AA™].
Donné ; lapasse par F?
VISUALISATION

e Scolies: (1) F est l'orthopdle de (OX) relativement a ABC

(2) 1 et2 passe par F

3 laest le A"cercle pédal de ABC

4 A" est sur (OX).
o2 Danneels E., how to proof Fontene theorervissagdlyacinthos# 8794 du 08/12/2003 ;

53

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/
Ayme J:L., Les trois théoréemes de Fonte@G.G. vol 5 ; http://pagespersorange.fr/jl.ayme/

10¢€


http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/

e Conclusion : d'aprés B. Le second théoréme de Griffifmitené”, lapasse par F.

Scolies : Q) deux autres cercles passant par F

e Notons =", CF les points d'intersection de (OX) reswec (CA), (AB)
et 1b, 1c les cercles de diamétre resp. [BB™], [CC™].
e Conclusion : d'aprés B. Le second théoréme de Griffiffmstené, 1lbpasse par F

1bpasse par F.

Note historique : Darij Grinberg®a en donné une réponse.

Eric Danneels @ Bruges (Flande®©ccidentale, Belgique) est un géometre qui
participe activement au site ETC de Clark Kimberfing

(2) Trois cercles coaxiaux a points de base

54
55

56

Ayme J-L.,

Griberg D, how to proof Fontene theorem#essagélyacinthos# 8796 du 08/12/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/
http://faculty.evansville.edu/ck@ieyclopedia/ETC.html

10¢



e D'apres Bodenmiller "Trois céviennes diamigsa(Cf. Annexell)
appliqué a ABC et a la ménélienf@X),
la, 1betlcétant concourants en F, concourent en un second point.

e Notons

F' ce second point de concours.

e Conclusion : 1a, 1betlcsont trois cercles coaxiaux a pointshdese F et F'.

4. La deuxiéme question d'Eric Danneels ou ungénéralisation du cercle d'Euler deBIC

Figure :

Traits :

VISION

ABC un triangle,
1 le cercle d'Euler de ABC,

11C
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X un point,
2 le X-cercle pédatle ABC,
O le centre du cercle circonscrit & ABC,
F le point de Fontené de O et X relativement a ABC,
X* I'isogonal de X relativement a ABC
et la* le cercle d'Euler du triangle X*BC.
Donné : la* passe par F.
VISUALISATION
e Scolies: 2) F est I'orthopble de (OX) relativement a ABC

2) 1 et2 passe par F.

D'aprés B. 111.2. Avec l'isogonal D* de D relativement a ABC, F est le point tEulerPoncelet d&BCX*.

Conclusion : la* passe par F.

5. La troisiéme question d'Eric Dameels

VISION
Figure :
B
Traits : ABC un triangle,
1 le cercle d'Euler de ABC,
Y Danneels E., how to proof Fontene theorervissagdlyacinthos# 8794 du 08/12/2003 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/

i Ayme J:L., Les trois théoréemes de Fonte@G.G. vol 5 ; http://pagespersorange.fr/jl.ayme/


http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/

Donné :

XTOTYN T X

et P

un point,

le sommet du triangle ¥édal sur (BC),

le X-cercle pédal de ABC,

I'antipble de P relativementza

le centre du cercle circonscrit a ABC,

le point de Fontené de O et X relativement a ABC,
l'isogonal de X relativement & ABC

le milieu de [AX*].

P", F et P' sont alignés.

VISUALISATION

112

e D'aprés B. lll. 2. Avec l'isogonal D* de D relativement & ABC F est le point de Poncelet de ABCX*.

e Notons PQR
AB'C
et 3

e D'apres B. IIl.3. Le point deFonteng

le triangle Xpédal de ABC,
le triangle médian de ABC
le cercle d'Euler du triangle ABX*.

3 passe par F, C' et P".

59

Danneels E., how to proof Fontene theorervi®ssagdlyacinthos# 8794 du 08/12/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/
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e Notons P*Q*R* le triangle X*pédal de ABC,
et 4 le cercle daliamétre[BX* ] ; il passe par P* et R*.
A

e Notons 0] le second point d'inteection de3 et4.
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e D'apres Thalés "La droite des milieux" appliqué au triangle ABX*, (C'P") Il (BX*).

e Les cercle8 et4, les points de base R* et U, la monienne (C'R*B), les paralleles (C'P") et (BX*),
conduisent au théorén®2de Reim ;en conséquence, P", U et X* sont alignés.

A

e Notons o) le centre de.

e D'apres Mathieu "The pedal circle theorem" (Cf. Annexe 6), O'est le milieu de [XX*];

par hypothése, O' est le milieu de [PP'].
e Le quadrilatere PX*P'X ayant ses diagonales se coupant en leur milieu est un parallélogramme ;
en conséquence, (PX*) /I (PX) ;
par hypothése, (PX) L(BC);
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, (PX*) L (BC);
par hypothése, (BC) L (X*P*);
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, (PX*) /I (X*P*) ;
d'aprés le postulat d'Euclide, (P'X*) = (X*P*) ;
en conséquence, P*, X* et P' sont alignés.

e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Annexe 8)
appliqué au triangle P'P"X* avec U sur (P"X*), P* sur (X*P")
et aux cercle®, 3 et4 concourants en R*,
P", F et P' sont alignés

D. ANNEXE
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1. Le parallélogramme de Varignoi®

A .

Traits : ABCD un quadrilatére convexe,
et I,J,K, L les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Donné : le quadrilatére IJKL est un parallélogramme.

2. Le théoreme desnoniennes semblablede Reim

Traits : 0 un cercle
A B deux pointgde0,
P,Q deux points dé,
Ma la parallele 4QB) passant par A,
Mb la parallele a (PA) passant par B
et P, Q deux pants respdeMa, Mb tels que (P'Q’) soit paralléle a (PQ).
Donné : A, B, P' et Q' sont cocycliques

3. Le théoreme d'Hamilton®

VarignonP., Eléments denathématique€l 731).
65 Hanrilton, The Quaterly Journa1861) 249;
Hamilton, Question 594\ ouvelles Annales de mathématiqXes(1861) 216 ; solution de SaiMichel (de) G., (1862) 183.



A
B C
Traits : ABC untriangle,
H l'orthocentre de ABC,
et 1 le cercle d'Euler dABC.
Donné :

1 est le cercle d'Euler des triangles HBC, HCA et HAB.

3. Le théoreme deHeis ©?

Traits : ABC un triangle,
BCP, QCA, BRA trois triangles extérieurement adjacents a ABC
et 1,23 les ceraks circonscrits a PCB, QAC, RBA.
Donné : <CPB + <AQC + <BRA =180° si, et seulement si 1, 2 et3 sont concourants.
5. The isogonal theorenf®
A
P
B C

62

Heis E. (180€1877), résultat de 1875.
Mathieu J. J. A.Nouvelles Annale@l865)393 ff., 400.

11€



Traits : ABC un triangle,
P un point non situé suelcercle circonscrit de ABC
et Da, Db, Dc les isogonalesesp. dgAP), (BP), (CP).
Donné: Da, DbetDc sont concourantes.

6. Le cercle de Mathiewou " The pedal circle theoremi ¢

Traits :

Donné

Scolie :

ABC un triangle
P un point non situé sur le cercle circonscrit de ABC,
I, J, K les pieds des perpendiculaires abaisséesrdsgxur (BC), (CA), (AB),
Q l'isogonal de P relativement a ABC
et L, M, N les pieds des perpendiculaires abaissées mssur (BC), (CA), (AB).

I, J, K, L, M et N sont cocycliques.

le centre de cercle est le milieu de [PQ].

7. Le théoréme des inq cercles®

64
65

Mathieu.
LebesguéH. L., Sur deux théoremes de Miquel et de Cliffddduvelles Annales de Mathématiq(£316).



Traits :

et

Donné :

Commentaire : le résultat reste vraie dans les cas de tangence des droites ou de deux cercles.

o

1
, B
a
»

Q. Q
3
P Q"

NTZ >

//Q\
Ma

o

deux cerclesécants

les points dhtersection d® et 1,

une droitepassant par A,

les seonds points d'intersection ta aved et 1,

un cercle passant par B,

les seonds points d'intersection @eesp. ave® et 1,
un cercle passant par P et Q,

les seonds points d'intersection @eesp. avedva et2.

P', Q', P" et Q50nt cocycliques.

8. Le théoreme de¢r ois cacles

11¢€



Traits :

Donné :

et

1, 2,3 troiscerclesconcourants
le point de concours dE 2, 3,
le second point d'intersection tiet?2,
a une Amonienne dd et 2,
, Q les seonds points d'intersection téa resp. avet, 2,
, C lesseconds points d'intersection 8eesp. ave@, 1
un point de3.

TwmoZI>r

(QBR) est une monienne @eet3
si, et seulement si
(PCR est uneC-monienne dd et 3.

9. Le théoréme des deux triangles de Desargues

Traits :

ABC un triangle,
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A'B'C' un triangle tel que les droites (AA") et (BB') soient concourantes,

(@) le point de concours de (AA") et (BB,
et I, J, K le point d'intersection de (AB) et (A'B'), de (BC) et (B'C"), de (CA) et (C'A").
Donné: (CC") passe par O si, et seulement si I, J et K sont alignés.

10. Le théoréme du pivot®

Traits : 1,23 trois cercles sécants deux a deux,

K, P les points d'intersection deet 2,

I I'un des points d'intersection @eet 3,

J I'un des points d'intersection 8est 1,

A un point det,

B le second point d'intersection de la monienne (AK) &ec

et C le second point d'intersection de la monienne (BI) &vec

Donné : (CJA) est ue monienne d8 etl si, et seulementsi 3 passear P.

11. Trois céviennes diamétrale&’

V1
Traits : ABC un triangle,
P,Q,R trois points resp. de (AB), (BC), (CA),
1,23 les cercles de diameétre pe$AP], [BQ], [CR]
et u,V les points d'intersection et 3.
Donné : (PQR) est une ménélienne si, et seulement si lpasse par U et V.

66

Miquel, Théorémes de Géométrigurnal de mathématiques pures et appliquiekiouville vol. 1,3 (1838) 485487.
67

Bodenmiler, Analytische SphéarikCologne (1830) 138.



F. ARCHIVE

S04 Vi CAHIER. — ARTICLES DIVERS DE GEOMETRIE

Iv.

RECHERCHES SUR LA DETERMINATION D'UNE HYPERBOLE EQUILATERE, AU
MOYEN DE QUATRE CONDITIONS DONNEES; pAR MM. Briaxcion kr Pox-

CELET,
(T, XI des _funales, 1°F janvier 1821.}

Tugonime V. — Dans tout triangle inscrit a une Iyperbole équilatére,
le point de concours des trois hauteurs est situé sur la conrbe.

Démonstration, — On sait que, pour tout hexagone ABCDEF ( fig. 170)
inserit & une section conique, les trois points de concours H, I, K des
¢dtés opposés sont en ligne droite, Si done, Ja courbe ayant des branches
infinies, on suppese que I'hexagone ait deux de ses sommets, commo E, F,
situés & P'infini, la point I, concours des deux cdtés EF, BC, se trouvera
a Vinfini; ce qui revient & dire que BC et HK seront paralléies.

Maintenant, la eourbe élant une hyperbole, il est clair que leg deux
cotés DE, FA, adjacents & EF qui est & linfini, seront respectivement

Fig. 190.

K 8 A€

paralléles aux deux asymplotes, et, partant, seront rectangulaires, pour
le ¢as de V'hyperbole équilatére, qui est celui dont il g'agit jei.

Les deux derniers sommets E, F de I'hexagone inscrit a cetlo courbe
&tant ainsi portés & I'infini, les qualre autres resteront arbitraires. Svionl

Fig. 171,

c

don¢ pris & volontd les trois premiers A, B, C { fig. 171), et soit marqué

121
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le quatriéme D tel que les deux cdtés AB, CD, respectivement opposés 4
DE, FA, soient rectangulaives eutre eux. Il résulto de ceci que AH est
perpendiculaire sur DK, D'ailleurs AK est perpendiculaire sur DH, parla
propriété des asymptotes; donc le point A est le croisement des {rois
hauteurs du triangle DHK; donc AD est perpendiculaire sur HK, et con~
séquemment aussi sur BG, puralléle a HK. Mais, par construction, CD est
perpendiculaire sur AB; donc lo point D est le croisement des trois
hauteurs du triangle ABC. Or, le triangle ABC a été inserit a volonté i
la courbe; donc généralement « dans lout triangle ABC, inserit & une
» hyperbole équilatére, le point de croisement D des irois hauteurs est
» un point de la courbe » ; ce qu'il fallait démontrer.

Sil'un A des angles du triangle ingerit varie de grandeur, en tendant
vers 'angle droit, le point D se déplacera sur 1a courhe en sapprochant
continuellement du sommet A ; ce qui revient A dire que la séeanie AD,
perpendiculaire sur BC, tendra sans cesse a loucher la courbe en A, et
quenfin elle sera tangente quand I'angle A sera droit. Donc :

Tatorieme I1. — Dans tout triangle rectangle inscrit & une hyperbole
équilutére, la perpendiculaire abaissée du sommet de Pangle drait sur
Clhypoténuse est tangente & la courbe,

M suit de 1 que, si P'angle druit oscille sur son sommet, I'kypoténuse se
déplacera parallélement & elie-mémo et & la normale menée & ce sommet;
€0 qui est un cas particulier du beau théoréme démontré par M. Frégier
dans le présent recueil { Annales, t. VI, p. 229 et 321, t. VII, p. g5).

Aumoven de ce qui précide, si on connaissait deux points A, B ( ffg. 172)
de la courbe, et la tangente AP en 'un A de ces points, on pourrait en

Fig. 2.

construire un troisiéme C en cetle maniéra: du point B abaissez une per-
pendiculaire BC sur la tangenie donnée, elle ira couper au point cher-
ché C 1a perpendiculaire AC & AB.

On sait done résoudre ces trois probldmes :

Décrire une hyperbole équilatére dont on a trois points et la tangente
en Pun dlenx. _

Décrire une hyperbole équilatére dont on a dewx points et les tan-
gentes en ces points,

Décrire une hyperbole équilatére dunt on a dewx points, la tangente
en Pun de ces points et une autre tangente quelconque,

122
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En efet, par la construction qui vient d'¢lre indiquée, on obtiendrs
un nouveau point de la courbe; aprés quoi, pour achever, on aura recours
aux solulions connues de ces questions (*):

Décrire une scction conique dont o a quatre points et la tangente en
Pun levr.

Décrire une section conique dont on o trois points et les tangentes en
dewx de cos points, '

Décrire une section conique dont on a trois points, une tangente qucl-
conque et la tangente en Cun de ces points.

I résulte encore du Théoréme I que, lorsqu'on counait trois points
A, B, C {fiz. 171) d’unc hyperbole équilatére, on en a un guatrieme D,
qui est le croisement des trois hauteurs du triangle ABC; en sorio quion
sail aussi résoudre ces deux problemes :

Décrire une kyperbole équilatére dont or  quatre points,
Décrire une hyperbole équilatére dont on a trois points et une tangente.

Car, au moyen de la consiruction indiquée, on oblicndra un nouvean
point de la eourbe ; aprés quoi, pour achever, en aura recours aux solu-
tions connues de ces questions (**) 2

Décrire une scction condque dont on a cing points.
Décrire yne section conique dont on a quatre points €t une tangente.

Trorine Hl. — Si dewx points, situés sur le plan d'une hyperbole
équilatére, sont les milieux ou les pdles respectifs de deva cordes ou de
dewe droitds quclconques également situées sur ce plan; et que, par
chacun ¢Peux, on méne une parallele a la corde ou e lu polaire qui corres-
pond ¢ Pantre, le cercle qui passera par ces deax points et par celui o
se coupent les paralléles passera awssi par le centre de la courbe.

Démonstration. — Soient, en premtier lieu, CE, CF ( fig. 173) les direc-

lions inddfinies des deux cordes en question, I, K leurs milieux respec-

{*) Mlémoire sur les lignes du second ordre, etc., par C.-3. Brimnchou,
Paris, 181,
(**) Méme ouvrage.
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