Figure :

LE POINT DE KOSNITZA
EST

L'ISOGONAL DU CENTRE DU CERCLE D'EULER

Jean-Louis AYME

Résumé. Nous présentons une preuve purement synthétigneébultat de John Rigby

concernant l'isogonal du point de Kosnitza d'wunigie.
Cette preuve originale est batie "homme par hommeartir d'un résultat revisité de

Nikolaos Dergiades dont le rayonnement éclaireolatgle Kosnitza et les cercles de
Musselman, et d'un résultat de Karl Feuerbachyairske centre du cercle d'Euler,

dont le charme permet de conclure.
Tous les résultats cités peuvent tous étre dénmsymithétiquement.

NIKOLAOS DERGIADES *

VISION

Dergiades N., Othogonal colinearity theorem, Mgs$lyacinthos# 6466 du 02/02/2003.



Traits : ABC un triangle,

1,23 trois cercles passant par B et C, par C et AApetrB,
D, E, F les seconds points d'intersectio é&€3, de3 et1, del et2,
Pd, Pe, Pf les perpendiculaires aux droites (AD), (BE), (CR)® E, F,
et X, Y, Z les points d'intersection Bd, Pe, Pf avec (BC), (CA), (AB).
Donné : les points X, Y et Z sont alignés.

VISUALISATION

» D'apres Monge "Le théoréme des trois cordesliq@ppal, 2 et3, deux a deux sécants (Cf. Annexe 1),
les droites (AD), (BE) et (CF) sont concouesnt



Notons A', B, C' les centres dlg2, 3,

A", B", C" les milieux de [BC], [CA], [AB],
et a,b,c les milieux de [AX], [BY], [CZ].
D'aprés le théoréme de la médiatrice, (B6&X)a médiatrice de [AD] ;
en conséquence, (B'@)(AD) ;
par hypothése, (AD) (DX) ;
d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, B'Cf/l (DX);
d'aprés Thalés "La droite des milieux" appiqu triangle ADX, (B'C') passe par a
i.e. les points B, C' et a sont adign
Mutatis mutandis, nous montrerions que lastpcC', A' et b sont alignés
les points A', B' et ¢ sont alignés.
D'aprés Thalés "La droite des milieux" et letplz d'Euclide, les points B", C" et a sont aligné

les points C", A" et b sont alignés
les points A", B" et ¢ sont alignés.



D'aprés le théoréme de la médiatrice, Q) (A'A") est la médiatrice de [BC]
(2) (B'B") estla médiatrice de [CA]
3) (C'C") estla médiatrice de [AB] ;

en conséquence, (A'A"), (B'B") et (C'C") conment au centre du cercle circonscrit de ABC.

Par définition, les triangles A'B'C' et A"B"@bnt perspectifs.

D'aprés Desargues "Le théoréme des deux tristhgfpliqué aux triangles perspectifs A'B'C' et ACB
(Cf. Annexe 2), les points a, b et ¢ soryradis.

Conclusion : d'aprés Gauss-Newton "La droite de..." appliquguwadrilatére BCYZ,
les milieux a, b, ¢ des diagonales [AX], [BY][€Z] étant alignés,
les points X, Y et Z sont alignés.



Scolie :

la preuve de Dergiades utilise les théorémes da @axs sa version trigopnométrique et de
Ménélais.

Commentaire : I'énoncé a été reformulé par I'auteur.
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VISION
Figure :
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Traits : ABC un triangle,
(0] le centre du cercle circonscrit a ABC,
D,E,F les milieux de [OA], [OB], [OC],
Pd, Pe, Pf les médiatrices de [OA], [OB], [OC],
et X, Y, Z les points d'intersection Bd, Pe, Pf respectivement avec (BC), (CA), (AB).
Donné :

les points X, Y et Z sont alignés.

VISUALISATION



Notons 1 le cercle circonscrit au triangle OBC

et To la tangenteen O.
Le triangle OBC étant isocéle en O, Td (BC).
D'aprés Thalés "La droite des milieux" appligu@BC, (BC) /Il (EF);
par transitivité de la relation //, Td/ (EF).

Le cercled, les points de base B et C, les moniennes naes@&@BE) et (OCF), les paralleles To et (EF),
conduisent au théorere de Reim ; en conséquence, B, C, E et F sonttiques.

Notons 1 ce cercle.



Y
e Mutatis mutandis, nous montrerions que (k- &t D sont cocycliques.
* Notons 2 ce cercle.
e Mutatis mutandis, nous montrerions que ADRat E sont cocycliques.
* Notons 3 ce cercle.

e Conclusion : d'aprés Nikolaos Dergiades appliqué a ABC et amegl, 2, 3 deux a deux sécants,
les points X, Y et Z sont alignés.

CEZAR KOSNITZA

VISION

Figure :



Traits : ABC un triangle,
(0] le centre du cercle circonscrit & ABC,
1,2,3 les cercles circonscrits aux triangles OBC, OCABO
et I, J, K lescentres dg2, 3.
Donné : les droites (Al), (BJ) et (CK) sont concourantes.

VISUALISATION

* Notons X, Y, Z les points d'intersection de Y#K(BC), de (KI) et (CA), de (1J) et AB.

» D'apres le théoréme de la médiatrice (JK) est la médiatrice de [OA]
(KI) est la médiatrice de [OB]
(13) est la médiatrice de [OC].



» D'apres l'auteur, les points X, Y et Z soigrads.
» Scolie: (XYZ) est l'arguésienne des triangles persfeABC et 1JK.

» Conclusion : d'aprés Desargues "Le théoreme des deux trianggsigué a ABC et IJK (Cf. Annexe 2),
les droites (Al), (BJ) et (CK) sont concourantes

Scolies : Q) ce point de concours, noté Ks, est "le point deniiea de ABC" ;
il est répertorié soussXchez ETC.

(2) (Al), (BJ), (CJ) sont "les A, B, C-droites de Kozai de ABC".

3) IJK est "le triangle de Kosnitza de ABC".

Note historique : ce point de concours, attribué a Kosnitza, estapgans la revue roumaifzazeta
Matematikace qui suggéere que ce géometre est peut étreofespeur roumain.
Jordan Tabov corrobore cette suggestion en préaseiha trouvé une référence a
Kosnitza dans un livre roumain.
Le docteur Paul A. Blaga de l'université Babes-Baitle Cluj Napoca (Roumanie)
m'a précisé que Cezar Kosnitza (1910-1962) a emseid'Institut Polytechnique de
Bucarest (Roumanie) et écrit de nombreux livres flon écrit en francgais vers 1940,
concerne les coordonnées barycentriques. Ce tivéezn un petit nombre
d'exemplaires, est connu seulement des passioeriésdGEométrie du Triangle.

J. R. MUSSELMAN :

VISION

Figure :

http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ERthI#X54.
Musselman J. R., Advanced Problem 39®8erican Mathematical MonthK6 (1939) 601.
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Traits : ABC un triangle,

(@) le centre du cercle circonscrit a ABC,

A, B, C' les symétriques de A, B, C par rapgart droites (BC), (CA), AB)

et 1,23 les cercles circonscrits aux triangles AOA', BABOC'.
Donné : 1, 2 et3 se recoupent en un second point.
VISUALISATION
AI

* Notons X, Y, Z les centres de2, 3.

» Les médiatrices de [OA], [OB], [OC] passent exdfvement par X, Y, Z.

» D'apres l'auteur,

» Conclusion : les cerc

Scolies : Q)

()

Note historique :

X, Y et Z sont alignés.

les concourants?2 et3 ayant leurs centres alignés, se recoupent encomdeoint.

1, 2, 3 sontles A, B, C-cercles de Musselman de ABC.

Le second point d'intersection est le point de Gibde ABC ;
il est répertorié sous¥s;chez ETC.

ce résultat de I'américain Musselman a été démengénéralisé par le belge René
Goormaghtigh; sa preuve a recours aux hombres complexes.

http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ERI#X1157

S Goormaghtigh R., Advanced Problem 39&6)erican Mathematical MonthW8 (1941) 281-283.



Notons que cette généralisation était connue dyebidseph Neubérg

Rappelons quka preuve proposée par Darij Grinberg a recoulis\elsion.

L'AUTEUR
ou

"MUSSELMAN ET KOSNITZA "

VISION
Figure :

Traits : ABC un triangle,

0 le cercle circonscrit de ABC,

0] le centre dé,

1IK le triangle de Kosnitza,

Ks le point de Kosnitza de ABC,

A* le symétrique de A par rapport a (BC),

1 le A-cercle de Musselman de ABC

et A" le second point d'intersection @et 1.

Donné :

les points A, Ks, A" et | sont alignés.

VISUALISATION

Neuberg J., Mémoire sur le Tétraedre (1884).
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Notons X, Y, Z

D'apres l'auteur,

Notons ©
o
et D

les points d'intersection de Y#K(BC), de (KI) et (CA), de (1J) et AB.

X, Y et Z sont alignés.

le second point d'intersection de (&0,
le symétrique de O par rapport a (BC)
le second point d'intersection de (BO') aec
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Scolie : (00" passe par I.

D'aprés Thalés "Triangle inscrit dans un denleg, (CB)O (BC);

par construction, (BC)Y (00" ;

d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, c'BY // (0O0").

Le cercled, les points de base C et D, les moniennes naes@atCO) et (BDO"), les paralleles (C'B) et
(00", conduisent au théoréfiede Reim ; en conséquence, C, D, O et O' sont tiqogs.

Notons 4 ce cercle.

D'aprés Thalés "La droite des milieux" appliquétriangle CC'B, BC'=00';
le quadrilatére BO'OC' ayant deux cotés opppséalléles et égaux, est un parallélogramme ;
en conséquence, (BO) /I (C'O).

Le trapéze O'DCO étant cyclique, est isocdladimet (1J) pour axe de symétrie ;
en conséquence, (CD) passe par |.

i

Scolie : 1 est le cercle de centre X passant par A ; il ppas®©, O' et A*.
D'apres Monge "Le théoréme des trois cordesli@ppa0, 1 et4 (Cf. Annexe 1), A, A" et | sont alignés.

Conclusion : d'aprés I'axiome d'incidence la, les points A, KSet | sont alignés.

JOHN RIGBY



ou

Ks ISOGONAL DE N

VISION
Figure :
A
N
Ks ="
B
Traits : ABC un triangle,
N le centre du cercle d'Euler de ABC
et Ks le point de Kosnitza de ABC.
Donné :

Ks est l'isogonal de N relativement a ABC

VISUALISATION

Rigby J., Brief notes on some forgotten geomektiteorems, Mathematics & Informatics
Quarterly, 7 (1997) 156158.

14



15

Notons 0 le cercle circonscrit de ABC,
(0] le centre dé,
1JK le triangle de Kosnitza,
A* le symétrique de A par rapport a (BC),
1 le A-cercle de Musselman de ABC
et A" le second point d'intersection @et 1.
D'aprés "Musselman et Kosnitza", les point&K#, A" et | sont alignés.
Conclusion partielle : par définition, le triangle OAA" est isocéle en O.

Notons H l'orthocentre de ABC
et o' le symétrique de O par rapport a (BC),.
Scolies : Q) 1 passe par O
(2 (AQ") passe par N
) par définition d'une hauteur, (AA*) passe par H.
Le quadrilatere cycliqgue AA*Q'O étant un trapésmecele, A*Q'= AO;
le triangle OAA" étant isocele en O, AG OA";
par transitivité de la relation =, A*OGA".
Nous avons : <A*AQ' = <A"AO.
Scolie : (AH) et (AO) sont deux A-isogonales de ABC.

Par une chasse angulaire, nous montrerions que (AA") et (AQ") sont deux A-isogonales de ABC.
Conclusion partielle : (AKs) et (AN) sont deux A-isogonales de ABC.

Mutatis mutandis, nous montrerions que (BKgB&) sont deux B-isogonales de ABC
(CKs) et (CN) sont deux C-isogonales de ABC.



» Conclusion : par définition, Ks est I'isogonal de N relativemamBC.

ANNEXE

1. Le théoréme des trois cordes de Monge

Traits : 1,2 deux cercles sécants,
A B les points d'intersection deet 2,
C,D deux points d2
E F deux points de
et I le point d'intersection des droites (AB)@D).
Donné : lespoints C, D, E et F sont cocycliques

si, et seulement si
les droites (AB), (CD) et (EF) sont concourantes.en

2. Le théoreme des deux triangles de Desargues
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Traits :

Donné :

et

ABC untriangle,

A'B'C' un triangle tel que les droites (AA") 8H’) soient concourantes,
0] le point de concours de (AA") et (BB,

I, J, K le point d'intersection de (AB) etBA; de (BC) et (B'C'), de (CA) et (C'A").

(CC") passe par O si, et seulement si les points I, J et K sont alignés.
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