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D'UN
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Jean - Louis AYME

Résumé. Deux versions “circulaires" des théorémes de Néfiséet de Ceva sont présentées
chacune par une équivalence. L'auteur a lié cex dleéoremes classiques a un
probléeme duMonthly de 1917 présentant un alignement conditionné a une
"concourance" et en a donné une solution origiagfurement synthétique.

Une étude approfondie de ce probléme se poursuit gooutir a un "joli résultat”
concernant l'alignement d'un PC-point avec lisafjae son point de Ceva et du
centre du triangle du cercle circonscrit au triande départ, puis a un "trés joli
résultat" concernant l'isogonal de l'isotomcompléna point de Ceva.

Cet article est le second d'une série de troisogtiipour objet un résultat majeur
concernant les PC-droites qui seront définies tadernier article.

Les figuressont toutes en position générale et tous les théesecités peuvent tous
étre démontrés synthétiquement.
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A. MENELAUS D'ALEXANDRIE

ET

AUGUSTE MIQUEL - WILLIAM WALLACE

1. L'équivalence circulaire, condition suffisante

VISION

Figure :



Traits : ABC un triangle,
0 le cercle circonscrit & ABC,
|

,J, K trois points situés resp. sur (BC), (CE3B)
et 1,3 les cercles circonscrits resp. aux triangles) ABJI.
Donné : 0, 1 et3 sont concourants si, et seulementsi |, J et K sont alignés.

VISUALISATION NECESSAIRE

* Notons M le point de concours de ces troislesr
et L, N les seconds points d'iseetion resp. de (MJ), (MK) avéc

» Les cercled etO, les points de base A et M, les moniennes (KARYKLL),
conduisent au théorer@ale Reim ; il s'en suit que

» Les cercle® et3, les points de base C et M, les moniennes (BQLMd1),
conduisent au théorer@ale Reim ; il s'en suit que

» Par transitivité de la relation //,
d'apres le postulat d'Euclide,

e Conclusion: I, J et K sont alignés.

(KJ) I/ (BL).

(BL) // (13).

(KOY1) ;
(KJI)H.(



Commentaire : pour l'auteur,
cette condition nécessaire conduit a une visiozutaire du théoréme de Ménéladis.

Scolies : (1) une "ménélienne ou transversale" d'un triangleiestdroite qui rencontre les trois
droites latérales d'un triangle en dehors des sasndeece triangle ;
en conséquence, (1JK) est "une ménélienne de ABC".

(2) Le cercle circonscrit au triangle BIK

* Notons 2 ce cercle.

» Le cercled, les points de base B et M, les moniennes naissd6BI) et (NMK),
conduisent au théorere de Reim ; en conséquence, B, M, | et K sont danyes

e Conclusion : 2 passe par M.

2. Une courte biographie de Ménélaiis d'Alexandrié

Ménélaos, latinisé en Ménélais est né vers 70 tie ace, probablement a Alexandrie (Egypte).
Etudiant grec, puis membre de la fameuse Ecoleegékidrie i.e. du Musée, Ménélaos que I'on ne dast p
confondre avec Ménélaos de Sparte, part pour Rami¢ exercera ses talents d'astronome notammeaon sel
Ptolémée, le 14 janvier 98 ou il observe I'occidtate I'étoile beta Scorpion par la Lune.

L'idée d'un ciel sphérique relayée par la décoavéiine terre ronde, allait entrainer les savaatbégoque a
jeter les bases de la trigpnométrie sphérique ateplMénélals, allait écrire d'aprés Théon d'Aldskan un
traité sur leCordesen six livres qui disparaitra. Seul son traitéulé les Sphériquesomposés de trois livres,
nous est parvenu en arabe et en hébreu, le tagteadrgrec ayant été perdu. C'est dans le delinier consacré

a la trigonométrie sphérique qu'il présente unepmété des triangles sphériques a partir d'un lemme
"d'alignement” connu de ses contemporains et cera@ent d'Euclide i.e."la regle arithmétique desgsiantités”

ou encore "le théoréme des six segments" :

lorsqu'une transversale rencontre les droites lakés d'un triangle,
le produit de trois de ces segments, qui n‘'ontdyastrémité commune,
est égal
au produit des trois autres

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biodrias/Menelaus.html.
MénélausSphoericatome I, p. 1.



Attribué d'abord a tort a Claude Ptolémée par HBride Charet de La Frémofret Eugéne Catalan, ce résultat
sera repris par Pappus d'Alexandrie, Girard DesmgiBlaise Pascal, Jean Ceva qui s'en serviront pou
démontrer leurs plus belles propositions, et paat& Carnot qui, le restituant a son auteur, legotaa l'origine

de sa théorie des transversales.

Des auteurs grecs attestent aussi qu'il aurattéctivre d'Eléments de Géométrie

Il décéde vers 130.

3. L'équivalence circulaire, visualisation suffisate *

* Notons M le point de concours @gl et3.

e D'aprés Miquel "Le théoréme du pivot" appliqué
au delta déterminé par le triangle ABC et la mé&méie (IJK), 0, 1 et3 sont concourants au pivot M.

» Conclusion : 0, 1 et3 sont concourants.

Scolies : Q) une autre approche

La Frémoire (de) (1917-?) promotion 1835 de lIE®blytachnique.
Wallace W. dans un papier datant de 1799.



e Conclusion : d'aprés Miquel "Le théoréeme du pivot" appliqué
au delta déterminé par le triangle AKJ et la mé&méle (BCI),
0, 2 et3 sont concourants au pivot M.

2) M est "Le point de Miquel-Wallacgu delta déterminé par le triangle ABC et la
ménélienne (1JK)".

Enoncé traditionnel : i, guatre droites se coupant deux a deux formeatretriangles
alors, les cercles circonscrits & chacun de ces tsrghnt concourants.

Note historique : M a été appelé "point de Miquel" par le géom&ré&antor de Vienne en 1878.
Rappelons que ce résultat faussement attrilduégaste Miquéel puis a Jakob
Steinef est de William Wallace
Notons que ce résultat correspond au premiedidebéorémes a démontrer de
Steinef sur le quadrilatére complet ; pour cette rais@nyésultat est connu sous le
nom de "the Steiner-Miquel theorem" en anglais.
C'est I'historien J. Mackay de l'université d'Edirgh qui attira, en 1890, I'attention
des mathématiciens sur les découvertes détoureééttiace.

4. Une courte biographie de William Wallacé

dit Scoticus

William Wallace est en Ecosse, né le 23 septemb88 & Dysart (Ecosse).
Son pére Alexander Wallace, un fabriquant de amiseigne a son fils les bases de Il'arithmétiquesqra
scolarisé jusqu'a I'age de 11 ans.
Autodidacte, il gagne sa vie comme ouvrier chezelieur. En 1784, sa famille déménage a Edinbungli o
travaille chez un libraire et donne des legonsi@dires en mathématiques. John Playfair qui destner le
talent de William Wallace pour les mathématiquessdburage a s'inscrire a l'université d'Edinburgh.
En 1794, il enseigne les mathématiques a I'Acadé&taid’erth et se marie la méme année. De cette union
naitrons trois filles et un fils.

Miquel, Nouvelles Annale$0 ;Journal de Mathématiquete Liouville, vol. 3 (1838) 485-487.
Steiner J.Annalesde Gergonné8 (1827-28) 302-303, Questions 1°, 2°, 3°, 4°.
Leybourne's mathematical repositqy804).

Steiner J.Annalesde Gergonné8 (1827-28) 302-303, Questions 1°.

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biodrigg/Wallace.html
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En 1798, dans leeybourne's mathematical repositpiyallace introduit une droite que I'on appellelaspgard
"la droite de Simson".

En 1804, dans le méme journal, il introduit "le gaile Miquel”, suite a une série de questions poar le
quadrilatére complet que Jakob Stethevait posées dans lAanalesde Gergonne 18 de 1827-28.

Recommandé par John Playfair, il obtient en 1808dste de professeur au College Royal MilitaireGateat
Marlow ou le rejoindra James Ivory.

En 1819, il professe a I'Université d'Edinburghsdanné géometre, il invente le pantographe.
En 1838, il prend sa retraite suite a des problédeesanté survenue dés mai 1835, date a laquetikesde
d'enseigner. Confiné au lit la plupart du tempgnayle la difficulté a marcher et a se tenir depibgbntinue a

écrire jusqu'a sa guérison. En 1839, il éGeometrical theorems and Analytical Formulagis, A new bookof
Interest containing Aliquot Tables

Il meurt & Edinburgh (Ecosse), le 28 avril 1843.

B. LE MARQUIS GIOVANNI CEVA
ET

LE COLONEL AMEDEE MANNHEIM

1. L'équivalence circulaire

VISION
Figure :
Traits : ABC un triangle,
P,Q,R trois points resp. de (BC), (CPAB),
1,23 les cercles circonscrits resp. aux triangles ABBR, CQP,
M le pivot de Miquel,
A le second point d'intersection de (AP) atec

10

Steiner J.Annalesde Gergonné&8 (1827-28) 302-303, Questions 1°, 2°, 3°, 4°.



B' le second point d'intersection de (BQ) aec
et c le second point d'intersection de (CRr&ve
Donné : A', B', C' et M sont cocycliques

si, et seulement si
(AA", (BB et (CC") sont concourantes.

VISUALISATION NECESSAIRE

* Notons 4 le cercle passant par A', B, C' et M.
e Conclusion : d'aprés' Un cercle de Mannheini®, (AA"), (BB") et (CC") sont concourantes gur
Scolies : ) une "cévienné® d'un triangle est une droite qui passe par ursdesnets de ce

triangle et qui recoupe la droite latérale oppgsgepoint d'intersection est appelé
"pied de la cévienne".

(2 Une A-cévienne d'un triangle ABC est une droitespaspar le sommet A et
recoupant la droite latérale opposée (BC) de aadte.

VISUALISATION SUFFISANTE

1 Mannheim A., Problem 1014Educational Timé2 (1890)
et Question 1594 ouvelles Annales de Mathématiq&890) 239 ;
Ayme J.-L., Les cercles de Morley, Euler, Marinhet Miquel, G.G.G. vol. 2http://perso.orangze.fr/jl.ayme
12 C'est dans un article publié padteurnal de mathématiques Elémentaiees1888 que le professeur Pére Augustin-Frangois

Poulain (Cherbourg 15/12/1838-Paris 19/07/1919% stinecteur aux internats des Facultés catholidlesgers, appelle
"cévienne" toute droite passant par le sommettiiangle et recoupant le cété opposé.



* Notons S le point de concours de (AA"), (BBJ@L).

e Conclusion : d'aprés "Le M-cercle de Mannheiny' A', B', C', M et S sont cocycliques.

2. Une courte biographie de Giovanni Cev#

Giovanni Ceva ou Jean Ceva (et non Jean de Csivag & Milan (Italie), le 7 décembre 1647.
Eléve du Collége des Jésuites de Milan, il y emsedgsa sortie de I'Université de Pise, puis déprfesseur a
l'université de Mantoue en 1686 ou il y restergtss la fin de sa vie.
En 1708, suite a I'annexion du duché de Milan ‘pauttiche, il rejoint le nouveau régime.
En 1678, il écriDe lineis rectic se invicem secantibus, staticastarctio, un livre de 84 pages en deux tomes
dans lequel on trouve le joli théoréme de "concocea qui aujourd'hui porte son nom et le théoretheal" de
Ménélals qui avait été presque oublié par les gééemdepuis le premier siécle de notre ére.
En 1682, il écriDpuscula mathematica
En 1686, il obtient un poste de professeur a I'ersité de Mantoue et publie en 16@2ometria Motus
En 1708, il soutient les autrichiens, les nouveaanquérants du duché de Mantoue.
Quant a son fréere Thomas Ceva (1648-1737), ilwsbst connu pour avoir construit un instrumentnpettant
la trisection de l'angle.
Il décéde a Mantoue (Italie), le 15 juin 1734.

3. L'équivalence linéaire

VISION
Figure :
13 Mannheim A., Problem 1014Educational Timé2 (1890)
et Question 1594 ouvelles Annales de Mathématiq&890) 239 ;

Ayme J.-L., Les cercles de Morley, Euler, Marinhet Miquel, G.G.G. vol. 2http://perso.orangze.fr/jl.ayme
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biodrias/Ceva_Giovanni.html



Traits :

Donné :

et

g

B P~ ~C

ABC
P,Q,R
1,23
M

A

B'

c

un triangle,
trois points resp. de (BC), (CPHAB),
les cercles circonscrits resp. aux triangles ARBPRBCQP,
le point de Miquel-Wallace,
le second point d'intersection de (AP) atec
le second point d'intersection de (BQ) aec
le second point d'intersection de (CRr&ve

10

A', B, C' et M sont alignés si, et seulementsi (AA"), (BB') et (CC') sont paralléles.

VISUALISATION NECESSAIRE

10



B'

Q

o

//
fC

\

o

1
2
B

Les cercled et2, les points de base R et M, les moniennes (ARBA\'&1B"),

conduisent au théorer@ele Reim ; il s'en suit que (AA") /1 (BB").

Les cercle® et3, les points de base P et M, les moniennes (BPB'MIC"),

conduisent au théorer@ele Reim ; il s'en suit que (BB") // (CC).

» Conclusion: (AA"), (BB et (CC") sont paralléles entre elles.

Commentaire : pour l'auteur.

cette condition nécessaire conduit & une visiazuldire du théoréme de Ceva.

VISUALISATION SUFFISANTE *

15

JME de Vuibert, (octobre 1893) 4.

11

11
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B'

Q

o

//
fC

\

o

1
2
B

D'apres Miquel "Le théoréme du pivot" appliquaBC, 1, 2 et3 sont concourants.
Notons M ce point de concours.

Les cercled et2, les points de base R et M, la monienne (AMBgstdaralléles (AA") et (BB"),
conduisent au théorériede Reim ; en conséquence, A', M et B' sont alignés

Les cercle® et3, les points de base P et M, la monienne (BMCgephralléles (BB") et (CC'),
conduisent au théorériede Reim ; en conséquence, B', S et C' sont alignés

D'apres I'axiome d'incidence la, (A'SB") eSB") ayant deux points en communs, sont confondues.

Conclusion : A', B', C' et M sont alignés.

Scolie : (A'B'C'M) est "la droite de Mannheim".

Commentaire : (AA"), (BB') et (CC") étant paralleles entre elles,

leur point de concours X est "rejeté a l'infini'nddeur direction;
en conséquence, le X-cercle de Mannheim se dégéndaedroite (A'B'C'S).

4. Une courte biographie du Colonel Amédée Mannhwi *¢

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biodnigs/Mannheim.html.

12



13

dit Canon

Victor Mayer Amédée Mannheim nait a Paris (Frankee),7 juillet 1831.
Eléve au lycée Charlemagne a Paris, classe dea@afalis admis 78-€me a I'entrés a I'Ecole Polyigacle en
1848 a l'age de 17 ans, il rejoint a sa sortigol& d'Application de Metz. Promu officier d'astilie, il devient
répétiteur en 1859, puis examinateur en 1863 éin,ean 1864 professeur de Géométrie descriptiVEcole
Polytechnique, tout en continuant sa carriére amiétet en fondant ISociété Amicales des Anciens Eléves de
I'Ecole. En 1872, il recoit le priPonceledécerné par I'Académie des Sciences.
En 1890, il quitte I'armée avec le grade de colamelis continue d'enseigner jusqu'a I'age de 70 ans
Passionné de cinématique, il publie un traité utditGéométrie cinématiquelans lequel il applique la
transformation par polaire réciproque que Chaslag aitiée
En fait, Amédée a toujours été un éternel étudiBat. 1979 a 1886, il n'a pu s'empécher de rédiger po
Nouvelles Annalegoutes les solutions des problémes d'admissibcale polytechnique en signant "par un
ancien éléve de Mathématiques spéciales". Poullg3hAnge Laisant, il se cachait aussi sous le pagyrde de
"Canon" en posant de nombreuses questions de meatiljées.
Nous retiendrons ce commentaire en anglais

Although virtually forgotten today, in his own time
he was considered to be one of the more importarihstic geometers
in the tradition of Michel Chasles

Il décede a Paris (France) le 11 décembre 1906.

C. MENELAUS ET CEVA
ou

UN PROBLEME DU MONTHLY

1. Le probléme duMonthly

13



Figure

Traits

Donné

VISION
ABC un triangle,
A, B, C trois points resp. de (BC), (CA), (AB)
Q le pivot de ABC relativement a A', B', C',
1,23 les cercles circonscrits resp. aux triangles A@®B', CQC',
A" le second point d'intersection de (BC) atec
B" le second point d'intersection de (CA) aRec
et c" le second point d'intersection de (AB) aSec
A", B", C" sont alignés.

si, et seulement si
(AAY, (BB et (CC") sont concourantés.

VISUALISATION NECESSAIRE

17

American Mathematical MonthB4 (1917) 313-317 ;
A.M.'s Problem, Messadgyacinthos# 1350 du 04/09/200Chitp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.

14
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* Notons 1,3 les cercles circonscrits resp. aux triangles ABZA\'B’,
c" le second point d'intersection de (AC'B) a8kc

et Tc la tangente & en C.

» D'aprés "Une surprenante tangente" (Cf. Appentljc Tc passe par C".

3 - L
* Notons 4 le cercle circonscrit au triangle A'B'C'
et A*, B* C* les seconds points d'intersectionddeesp. avec (BC), (CA), (AB).

» Les cercled et3', les points de base A' et B', les moniennes (AJAQB*B'C),
conduisent au théorerhele Reim ; il s'en suit que (A*B*) Wc.



A"
Notons 2 le cercle circonscrit au triangle BA'C',
A" le second point d'intersection de (BA'C) a2&c
B" le second point d'intersection de (CB'A) at&c
Ta la tangente &' en A
et Th la tangente @' en B.

Mutatis mutandis, nous montrerions que Q) (B*C*) // Ta et (C*A*)//Th.

(2) Tapasse par A"
Tb passe par B".

Scolie : par hypothése, A", B" et C" sont alignés.

Notons X, Y, Z les points d'intersection redpTb etTc, deTcetTa, deTaetTh.
Les triangles A*B*C* étant XYZ sont homothéticueu plus généralement perspectifs.

D'aprés Desargues "Le théoreme des deux trish@l. Annexe 1)%,

Ayme J.-L., Une réverie de Pappus, G.G.G. vql. 89-44 jhttp://perso.orange.fr/jl.ayme

16
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(C"A"B") étant I'axe de ABC et XYZ, ABC &tYZ sont perspectifs.

* Nous avons : A*B*C* inscrit dans ABC et ABC inscritans XYZ,
A*B*C* et XYZ sont perspectifs,  ABC et X&'sont perspectifs ;

d'aprés "The cevian nests theorém" A*B*C* et ABC sont en perspective.

e Conclusion : d'aprés "Le M-cercle de Terquem" (Cf. Annexé’2)
A'B'C' et ABC sont perspectifs i.e. (AA"),EB et (CC") sont concourantes.

Note historique : la preuve de Darij Grinbefga recours a la loi des sinus et celle de JeamePier
Ehrmanf® a recours a la technique de puissance d'un pairigpport a un cercle.

VISUALISATION SUFFISANTE #

* Notons 1,2,3 les cercles circonscrits resp. aux trianglesBAGA'C', CB'A,
Ta, Th, Tc les tangentes &, 2',3'en A, B, C,
4 le cercle circonscrit au triangle A'B'C',
A*, B*, C* les seconds points d'intersectiondleesp. avec (BC), (CA), (AB)
et X, Y, Z les points d'intersection @b etTc, deTcetTa, deTaetTh.

D'aprés "Une surprenante tangente" (Cf. Appentljc Ta passe par A",
Tb passe par B",
Tc passe par C".

1 Déttl J.,Neue merkwiirdige Punkte des Dreiel®86) n° 39 ;
Ayme J.-L., The cevian nests theorem, G.G.G. voht®://perso.orange.fr/jl.ayme

2 Ayme J.-L., A new point on Euler line, G.G.G. vB| p. 3-5 http://perso.orange.fr/jl.ayme

2 Ginberg D., A.M.'s Problem, Messaggacinthos# 8887 du 30/12/2003hitp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.

2 Ehrmann J.-P., A.M.'s ProbleiyacinthosMessage # 1352 du 6/09/200@tp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
Dick Klingens,http://www.pandd.demon.nl/isogon2.htm

= Journal de Mathématiques Elémentaf®$1940-41), p. 22, #13023 ;

Hatzipolakis A., Messagddyacinthos#1350 du 05/09/2000http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.

17



Note historique :

18
(AA"), (BB") et (CC") étant concourantes par biyigse, A'B'C' et ABC sont perspectifs ;
d'apres "Le cercle de Terquem", A*B*C* dB@ sont perspectifs.

Comme dans la visualisation nécessaire,
nous montrerions que A*B*C* et XYZ sontrhothétiques.

Nous avons : A*B*C* inscrit dans ABC et ABC inscrit darXYZ,
A*B*C* et ABC sont perspectifs, A*B*C* et XYZ&ont perspectifs ;

d'aprés "The cevian nests theorem", ABC et )¢t perspectifs.

D'aprés Desargues "Le théoreme des deux tristh¢f#. Annexe 1%,
(C"A"B") est l'axe de la perspective de ABO@atZ.

Conclusion : A", B", C" sont alignés.

cette condition suffisante a été reproposée en #1846 leJournal de Mathématiques
Elémentaires.

La preuve de Jean-Pierre Ehrm&rmanrecours a la technique de puissance d'un point
par rapport a un cercle.

Scolie : les cercleq, 2 et3 sont coaxiaux®

Notons R le second point d'intersectior2d 3,
et R' le second point d'intersectionidet 3.

D'apres "Le théoreme des trois cercles" (Cf. éxan3)

24
25

26

Ayme J.-L., Une réverie de Pappus, G.G.G. vql. 89-44 jhttp://perso.orange.fr/jl.ayme

Ehrmann J.-P., A.M.'s ProbleiyacinthosMessage # 1352 du 06/09/200ttp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ ;
Dick Klinggens,http://www.pandd.demon.nl/isogon2.htm

Grinberg D., A.M.'s ProblentyacinthosMessage # 7360 du 15/07/2008tp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.

18



en conséquence,

19

appliqué &, 3' et 2, C", B" et R sont alignés
* appliqué &, 3' et 1, C", A" et R' sont alignés ;

R et R' sont confondus.

» Conclusion : les cercleq, 2 et3 sont coaxiaux.

Note historique :

Commentaire :

2. Ladroite (OP%)

Figure

Darij Grinberg affirme sans preuve en 2003, la ¥talé&é" de ces trois cercles.

nous venons de montrer

A", B" et C" sont alignés implique 1,2 et3 se coupent en un deuxiéme point.
La réciproque se calque d'une facon inverse aéleépliente.
Nous avons montré
A", B", C" sont alignés si, et seulement si (AA"), (BB") et (CC') sont concourantes.
En conséquence, les propositions suivantessspiivalentes :
(1) les cercled, 2 et3 sont concourants en un deuxiéme point

(2) les points A", B", C" sont alignés
3) les droites (AA"), (BB") et (CC") sont concourante

VISION
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Traits ABC un triangle,
0 le cercle circonscrit a ABC,
(0] le centre dé,
P un point,
AB'C' le P-triangle cévien de ABC,
Q le pivot de ABC relativement a A', B', C',
1, 2,3 les cercles circonscrits resp. aux triangles A@G®B', CQC',
A" le second point d'intersection de (BC) atec
B" le second point d'intersection de (CA) aZec
c" le second point d'intersection de (AB) a8ec
R le second point de concoursie, 3
et p* l'isogonal de P relativement a ABC.
Donné (OP*R) est perpendiculaire a (A"B"C?).
VISUALISATION
z L'auteur
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Notons A+ le second point d'intersection dedgppndiculaire a (BC) en A' avég
D le pied de la A-hauteur de ABC.
et Ua le point d'intersection de (AP*) et (RA+).

Une chasse angulairergpres :

autre écriture,

d'apres "Le théoréme du quadrilatere cyclique"
d'aprés "Le théoréme angle et paralléle",

par isogonalité,

par transitivité de la relation //,

Conclusion partielle :
Notons Oa ce cercle.

Scolie : Oane passe pas par B".

<URA =<A+RA;
<A+RA = <AA'A+;
A'dA = <DAA';
<DAA' =<UAO;
<URA= <UAO.

21

le cercle passant par Ua, R et A est tangéhOa.
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Notons B+ le second point d'intersection dedgppndiculaire a (CA) en B' avac
E le pied de la B-hauteur de ABC.
et Ub le point d'intersection de (BP*) et (RB+).
Mutatis mutandis, nous montrerions que lelegrassant par Ub, R et B est tangent a (BO).
Notons Ob ce cercle.

D'aprés Gaultier "Axe radical de deux cerclemsé&s" (Cf. Annexe 4),
0 étant orthogonal Gaet0Ob, (OP) est leur axe radical ;
en conséquence, Ua et Ub sont confondusRiec

Conclusion partielle : O, P* et R sont alignés.
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* Une chasse angulairergpres :

d'apres "Le théoréme de la tangente”, <P*RAP*AO ;
par isogonalité, <P*AO =<DAA';
d'apres "Le théoréme angle et parallele”, AAD = <AA'A+
d'apres "Le théoréme du quadrilatere cyclique" <AA'A+ = <A+RA;
par transitivité de la relation =, <P*RA <A+RA;

en conséquence,

R, P* et A+ sont alignés.

* Scolie : par hypothése, A+ estl'antipble de A" relativerrgeht

» Conclusion : d'aprés Thalés " Triangle inscriptible dans un deencle",
(OP*R) est perpendiculaire a (A"B"C").

Note historique :

Scolie :

Note historique :

3. Nature de (A"B"C")

ce résultat de l'auteur a pu étre établi a paeticelui de Luis Gonzalés.

R est l'inverse de P* relativemenda

ce précédent résultat a été démontré angulairgpaeriarij Grinberg en 2004.

% Gonzales L., Concurrent 2 (PC point agaithlinksdu 02/12/2009 ;
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtogibp?f=47&t=315750

23

Grinberg D., A.M.'s ProblentyacinthosMessage # 9254 du 08/02/2004tp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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Figure

Traits

Donné :

VISION
ABC un triangle,
0 le cercle circonscrit a ABC,
(@] le centre dé@,
P un point,
A'B'C' le P-triangle cévien de ABC,
Q le pivot de ABC relativement a A", B', C',
1,2,3 les cercles circonscrits resp. aux triangles A@®B', CQC',
A" le second point d'intersection de (BC) atec
B" le second point d'intersection de (CA) a2ec
c" le second point d'intersection de (AB) a@c
R le second point de concourside, 3,
S I'isotomcomplément de P relativement a ABC
et S* l'isogonal de S relativement a ABC.
(A"B"C") est la polaire trilinéaire de S* relativemt a ABC*

VISUALISATION

30

24

Ehrmann J.-P., A.M.'s ProbleiyacinthosMessage # 1352 du 06/09/200ttp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ ;

Dick Klingens, http://www.pandd.demon.nl/isogon2.htm
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Scolie :

S est le centre de perspective de ABC et du treamgidian de A'B'C' (Cf. Appendice 2).

7C"
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» (AS) étant la A-médiane du triangle AB'C', (A®st la A-symédiane de AB'C'.
* Notons 1 le cercle circonscrit a AB'C',
Al, A2 les points d'intersection resp. de (A$AA") avec (B'C")
et A3 le point d'intersection de (AS*) et (BC).

» Scolies: 1) (AA") est tangente &' en A. (Cf. Appendice 1)

2) La quaterne (B', C', Al, A2) est harmonidtie.
» Par projection de centre A sur (BC), la quagdB, C, A3, A") est harmonique.
» Conclusion partielle : A" est sur la tripolaire de S* relativement a ABC.

7C"

* Notons A3B3C3 le triangle S*-cévien de ABC.

e Mutatis mutandis, nous montrerions que B" eslatripolaire de S* relativement a ABC
C" est sur la tripolaire de S* relativememtBC.

e Conclusion : (A"B"C") est la polaire trilinéaire de S* relativemt a ABC.

Note historique : Jean-Pierre Ehrmann a été le premier a précissermanve en 2000, la nature de cette
droite qui a été prouvée par Darij Grinb&en 2003.

Scolie : <QAB =<QB'C=<QCA ).

1 Rappelons que toute paralléle a la tangente raleagrconscrit a un triangle & I'un de ses sorsmregtcontre la symédiane

correspondante a ce sommet au milieu du segmesrnuég par les cotés adjacents a ce sommet sartaniente.
%2 Grinberg D., A.M.'s ProblentyacinthosMessage # 8887 du 30/12/2008tp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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Commentaire : cette observation nous conduit a envisager latsituéorsque Q est un PC-point i.e.

lorsque <QA'B est droit.

4. Le cas ou Q est un PC-point

4.1. UN BEAU RESULTAT

VISION
Figure :
B

Traits : ABC un triangle,

0 le cercle circonscrit a ABC,

(@] le centre dé@,

Q un PC-point,

A'B'C' le Q-triangle pédal de ABC,

P le point de Ceva de A'B'C'

et p* l'isogonal de P relativement a ABC.

Donné : O, P* et Q sont alignés.

VISUALISATION
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» Immergeons la figure dans la situation précéslent

* Notons 1,23
A"
B
Cll
et R

» Scolies: )
(2)
3)
4)

e Conclusion :

Note historique :

les cercles circonscrits resp. aux triangles A@®B', CQC',
le second point d'intersection de (BC) adec

le second point d'intersection de (CA) a2ec

le second point d'intersection de (AB) a@ec

le second point de concourslgg, 3.

Q est le pivot de ABC relativement a A', B', C'.

O, P* et R sont alignés

P* est l'inverse de R relativemen®a

le point R de la situation générale devient Q daatte situation particuliere.

O, P*et Q sont alignés et R est l'inverse tieeRtivement 0.

ces deux résultats ont été émis sous forme deatargepar Darij Grinbef§en 2003
et ont été redécouverts et démontrés par Luis Gemea 2010 suite a un probléme
posée par Nguyen Van Lifth

4.2. UN TRES BEAU RESULTAT

VISION

s Grinberg D., Darboux and a line with 5 points @mtized, proposition HyacinthosMessage # 6664 du 06/03/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ ;
Grinberg D., A.M.'s ProblentlyacinthosMessage # 8887 du 30/12/200&tp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
34 Livetolove212, Concurrent 2 (PC point agaMpthlinksdu 02/12/2009 ;
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopbp?f=47&t=315750
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Figure :
B
Traits : ABC un triangle,
0 le cercle circonscrit a ABC,
O le centre dé,
Q un PC-point,
A'B'C' le Q-triangle pédal de ABC,
P le point de Ceva de A'B'C,
p* l'isogonal de P relativement a ABC,
S I'isotomcomplément de P relativement a ABC
et S* l'isogonal de S relativement a ABC.
Donné : S* est sur (OP*Q3®
VISUALISATION
% Ayme J.-L.,

A conjectureMathlinksdu 03/08/2010 http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtobp?f=46&t=360019
With the isotomcomplementjathlinksdu 05/08/2010 ;

http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtogibp?f=46&t=360366 ;
Hyacinthos Message # 1914%hitp://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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Notons A#HBH#HCH# le triangle Q-antipédal de Q et&ahent a ABC.

D'apres Thales "Triangle inscriptible dans umdeercle", (B#C#) passe par A" ;
(C#A#) passe par B"
(A#B") passe par C".

D'aprés Desargues "Le théoréme des deux trisiffgle A#B#C# et ABC sont perspectifs.
D'aprés C. 3. Nature de (A"B"C"), S* est le trerde perspective de A#B#C# et ABC.
Scolie : Q est le pdle d'orthologie ABC relativement a A#B#C
D'apres "Le théoreme de Sondat" (QS*) T (A#B#CH) ;

en conséquence, (QS*) passe par R.

D'aprés C. 4. 1. Un beau résultat, (QOP*) ppssdr.

Conclusion : d'aprés I'axiome d'incidence la,  S* est sur (OP*Q).

Commentaire : Jean-Pierre Ehrmann a confirmé cette conjecturealaunl barycentrique.

Note historique : Luis Gonzales en a donné une preuve analogue.

Ayme J.-L., Une réverie de Pappus, G.G.G. vah. 89-44 http://perso.orange.fr/jl.ayme
Ayme J.-L., Le théoréme de Sondat, G.G.G. vohtip://perso.orange.fr/jl.ayme

30



31

D. APPENDICE

1. Une surprenante tangente

VISION
Figure :
\
\\\
\
\
,’/”“‘
///
Traits : ABC un triangle,
A, B, C trois points resp. de (BC), (CA), (AB)
1, 3 les cercles circonscrits resp. aux triangles ABDA'B',
M le point d'intersection dE et3',
3 le cercle circonscrit au triangle CMC'
et c" le second point d'intersection de (AC'B&¥.
Donné : (CC") est tangente 3 en C.
VISUALISATION
e D'aprés Miquel "Le théoréme du pivot", M espieot de ABC relativementa A', B' et C'.

e Conclusion : d'aprés "Le théoréme des trois cercles" (Cf. Anr&pappliqué ', 3' et3,
(CC") est tangente @ en C.

Note historique : la preuve de Darij Grinbetgest angulaire.

% Ginberg D., A.M.'s Problem, Messaggacinthos# 8887 du 30/12/2003http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/.
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2. L'isotomcomplément

B
Traits : ABC un triangle,
P un point,
AB'C' le P-triangle cévien de ABC
et A"B"C" le triangle médian de A'B'C'".
Donné :

A"B"C" est en perspective avec ABC.

VISUALISATION

Notons D le point tel que le quadrilatére ABDdlt in parallélogramme
le point d'intersection de la paralléle & (4@psant par C' avec (CD)

Danneels E.Hyacinthos
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F le point d'intersection de la paralléle a (4Bpsant par B' avec (BD)
et U,V le point d'intersection de (C'E) et (B'&®, (BE) et (CF).
» D'apres Pappus "Deux sommets a l'infihi"  (VAU) est la pappusienne de I'hexagone dégéehZséd56

» Le quadrilatére AC'UB' étant un parallélogramme,  A'est sur (VAU).

A

* Notons B* l'isotomique de B' relativement a [AC]
Cc* I'isotomique de C' relativement a [AB],
Q le conjugué isotomique de P,
Q' le complément du conjugué isotomique de P,
et I le milieu de [BC].

» Par construction, le quadrilatére BVCQ est uralglogramme;
en conséquence, Q, | et V sont alignés.

» D'apres "Le point complémentaire” (Cf. Annexe 5)  (AA"UV) passe par Q'

» Mutatis mutandis, nous montrerions que (BBi3g® par Q'
(CC") passe par Q'.

» Conclusion : A"B"C" est en perspective avec ABC.

Scolie : Q' est "le complément de l'isotomique de P" endaim
ou "l'isotomcomplement de P" en anglais commetletdiutilise Darij Grinberg.

Note historique : ce résultat présenté comme "Theorem 1" par Daijlierdg® a été démontré en
recourrant aux coordonnées barycentriques.

it Ayme J.-L., Une réverie de Pappus, G.G.G., vohtfp://perso.orange.fr/jl.ayme

Grinberg D., Isotomcomplement theory, Messagé286lyacinthosdu 24/01/2003.
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E. ANNEXE

1. Le théoréme des deux cercles de Desargues

Traits : ABC
A'B'C'
(0]
1,J, K
Donné :

2. Le M-cercle de Terquem

Traits : ABC
M

(CC") passe par O

un triangle,

un triangle tel que (AA") et (BB') soiettincourantes,
ce point de concours,

les points d'intersection de (AB) etA, (BC) et (B'C"), (CA) et (C'A).

si, et seulement si

un triangle,
un point,

4 Bosse A.Perspective et de

la Coupe des pielE348).

I, J et K sont alignés.
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1JK le triangle M-cévien de ABC,
1 le cercle circonscrit a 1K
et P,Q,R les second points d'intersectioh sp. avec (BC), (CA), (AB).
Donné : PQR est un triangle cévien de ABC.

3. Le théoréme des trois cercles "concourants

Traits : 1,2,3 trois cerclegoncourants,
M le point de concours de 2, 3,
A le second point d'intersection tiet?2,
Ma une A-monienne deet2,
P,Q les seconds points d'intersectiodMderesp. avet, 2,
B, C les seconds points d'intersectiorBdesp. avee, 1
et R un point d&.
Donné : (QBR) est une monienne Qeet3

si, et seulement si
(PCR) est une C-monienne tiet3.

4. Axe radical de deux cercles sécanfs

Terquem O.Nouvelles Annale% (1842) 403. 3
Gaultier (de Tours) Louis, Les contacts des esrdburnal de I'Ecole Polytechniqu€ahier16 (1813) 124-214.
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Traits : 1,2 deux cercles sécants,
0, 0" lescentres de 2,
A, B les points d'intersection deet2,
3 un cercle orthogonala
et I le centre d&.
Donné : | est sur (AB)  si, et seulement si 3 est orthogonal a.

5. Le point complémentaire*

36

Traits : ABC un triangle,
AB'C' le triangle médian de ABC,
M un point,
P,Q,R lesymétriques de A, B, C par rapport a A", B', C'
et M le point d'intersection de (AP) et (BQ).
Donné : (CR) passe par M'.

44 d'Ocagne M. (1882).



