Résumé.

UNE REVERIE
DE

PAPPUS D'ALEXANDRIE

A PAPPUS REVERIE

Jean - Louis AYME

L'article présente une approche non classiqubéhreme de Pappus et de ses cas
particuliers, et propose une séries de miniatuoes@rnant ce résultat non démontré
par Pappus, mais seulement "révé" par celui-ai ld'ditre de I'article.

Le dual de ce théoréme conduit a I'hexagone denéhi@n. L'auteur présente ensuite
une preuve non classique du théoréme de Desarydesre enfin des exemples.

Les figuressont toutes en position générale et tous les théesecités peuvent tous

étre démontrés synthétiquement.
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A. PAPPUS D'ALEXANDRIE

1. Le petit théoreme

VISION DOUBLE

Figure :

Pappus(Collectionsvvaymy'n, Livre VII.



Traits : D, D' deux droites,

A B, C trois points pris dans cet ordre Byr
A, C' deux points dB' tels que (AB") // (BC') et (A'B) // (B'C),
et B' un point.
Donné ; B' est subD' si, et seulement si, (AA") est paralléle a (CC)).

VISUALISATION NECESSAIRE

» Notons 1 le cercle passant par A, B', A,
2 le cercle passant par A', B, C'
et I le second point d'intersectionldet 2.

» Les cercled et2, les points de base | et A', la monienne (B'A'eY,paralléles (B'A) et (C'B),
conduisent au théorergede Reim ; en conséquence, A, | et B sont alignés

» Conclusion partielle :1 est sur (ABC).

» Notons 3 le cercle passant par C, C', B'
et J le second point d'intersectiorP 3.

» Les cercle? et3, les points de base J et C', la monienne (A'd&)paralléles (A'B) et (B'C),
conduisent au théorer@ede Reim ; en conséquence, B, J et C sont alignés

e Conclusion partielle : | et J sont confondus.



e Conclusion : les cercled et3, les points de base | et B', les moniennes (AtGAB'C"),
conduisent au théorei@ele Reim ; il s'en suit que (AA") // (CC").

Scolie : (1) AA'BC'CB'A ayant ses sommets situés alternativersanb etD',
est un "hexagone de Pappus".

(2) Une notation

(2) Une figure équivalente a celle de Pappus
c
/\\
3
D / \
A )
— A \
B 2/ \\4
W1 \
6 A \
7
/ \
B ,
5 C
D

Enoncé traditionnel : i, un hexagone est de Pappus a deux paires de c{gséspparalleles



alors, les deux derniers cbtés sont paralléles.

VISUALISATION SUFFISANTE

» Raisonnons par l'absurde en affirmant que Btipas sub'.
* Notons c" le point d'intersection de (A'B'YBC) ;

* Scolie: C" est distinct de C' sinon, B'serait 8ur

» D'aprés la visualisation nécessaire, (AACICT) ;

ayant pu mener a partir de C, deux paralidgiginctes a (AA"),
nous sommes en contradiction avec le posiifaiclide ;
en conséquence, notre affirmation estsius

e Conclusion : B' est suD'.

Enoncé : Si, cing des sommets d'un hexagone ayant trois pagredtés opposés paralléles,
sont sur deux droites
alors, le dernier sommet est sur I'une de ces droites.

2. Un résultat de Thales
VISION DOUBLE

Figure :



O
Traits : ABC untriangle,
et A'B'C' un triangle tel que Q) (AA") et (BB') soient concourantes en O
(2 (AB) soit paralléle a (A'B")
3) (BC) soit paralleéle a (B'C").
Donné : (CC") passe par O si, et seulement si (AC) est paralléle a (A'C").
VISUALISATION NECESSAIRE *
o]
* Notons D, E le point d'intersection la patell@ (OA), passant par B, resp. avec (B'C'"), (OCC")
et F le point d'intersection de (DA") et (AB
e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué aBigene de Pappus OA'B'DBFO, (OF) /1 (B'DC;
par hypothése, (B'C) I (BC) ;
par transitivité de la relation //, OKR) // (BC).

Cette visualisation est de B. I. Argunov et dé\LSkorniakov.



e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué aBgene de Pappus FOACBEF, (AC) /I (FE).

2
] 6 / A A
1
F
e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué aBigene de Pappus FOA'C'DEF, (FE) /I (A'C).

)
» Conclusion : par transitivité de la relation //, (AC) II'®).
Enoncé traditionnel : i, deux triangles sont en perspective a partir gaint,

et que deux paires de cbtés correspondantpaadieles
alors, les deux cOtés restants sont paralléles.

VISUALISATION SUFFISANTE



* Notons D le point d'intersection de la patali& (OA), passant par B, avec (B'C'),
E le point d'intersection de la parallele a (A@gssant par F avec (BD)
F

et le point d'intersection de (DA") et (AB

c

e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué aBgene de Pappus OA'B'DBFO, (OF) /1 (B'DC;
par hypothése, (B'C) /1 (BC) ;
par transitivité de la relation //, OKR) // (BC).

e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué aBgene de Pappus FOACBEF, E est sur (OC).



E
s 2
o] 8 A A
1
F

» D'apres A. 1. Le petit théoreme, appliqué xBgene de Pappus FOA'C'DEF, E est sur (OC)).
» D'apres I'axiome d'incidence la, E, O, C &dbit alignés.

0]

» Conclusion : (CC") passe par O.

Enoncé traditionnel :

Note historique :

Scolies :

3. La proposition 139

Figure :

si, deux triangles ont leur cotés paralléles dedgux, et
deux paires de sommets correspondants sodesurdroites sécantes
alors, les sommets correspondants sont sur trois drodiesourantes.

ce résultat sans doute trouvé par Thalés ou pausegsseurs, a été revisité sous la
point de vue du petit théoreme de Pappus.

Q) le centre de I'homothétie est a distance finie

(2) L'axe de cette homothétie est a distance infiglest la droite a l'infini.

VISION DOUBLE



Traits : D, D deux droites,
F,B,D trois points pris dans cet ordre Bur
A C deux points dB’,
E un point
et P,Q,R les points d'intersection resp. de (&DE), (BC) et (EF), (CD) et (FA).
Donné : E est suD' si, et seulement si, P, Q et R sont alignés.
VISUALISATION NECESSAIRE
* Notons B, F' les points d'intersectionalparalléle ' passant par D avec (AB), (AF),
et C,E les points d'intersection de leapp@le aD passant par A avec (DC), (DE).
e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué aBgene de Pappus BCAC'B'DB, (BC) /1 (B'C).

Pappus(Collectionsvvaymy'n, Livre VII.
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D'apres A. 1. Le petit théoreme, appliqué abigene de Pappus BEAE'B'DB,

(BE) // (B'E).

Q

D'apres A. 1. Le petit théoreme, appliqué abigene de Pappus AEFDF'E'A,

(EF) /I (E'F).

11
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* Notons Q' le point d'intersection de (B'C'[EF").

» Les triangles BQE et B'Q'E' ayant leur c6tés paledl deux a deux, sont en perspective de centre P ;
en conséquence, Q et Q' sont alignés avec P.

» D'apres A. 1. Le petit théoreme, appliqué aBgene de Pappus ACFDF'C'A, (CF) Il (C'F).

12



» Les triangles CQF et C'Q'F' ayant leurs cotéallgdes deux a deux, sont en perspective de cénire

=

en conséquence, Q et Q' alignés avec R.

» D'apres I'axiome d'incidence la, (QQ'P) et (®Q@ont confondues.

» Conclusion : P, Q et R sont alignés.

Scolies :

1)

(2)
3)

ABCDEFA ayant ses sommets situés alternativemerd ®iD",
est un "hexagone de Pappus".

(PQR) est la pappusienne de ABCDEFA.

Une figure équivalente a celle de Pappus

13
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Enoncé traditionnel : i, un hexagone est de Pappus
alors, ses cdtés opposés se coupent deux a deux endnoais plignés

ou encore
la pappusienne d'un hexagone de Pappus

passe par
les points d'intersection des c6tés opposés.

CONDITION SUFFISANTE

Raisonnons par I'absurde en affirmant que & pas su(AC).

Notons c le point d'intersection de (AE) BE()

et R' le point d'intersection de (DC') et JAF

Remarquons que C' est distinct de C.

D'aprés la C. N. appliqué a I'hexagone de PapB@&DEFA, P, Q, R' sont alignés ;
par hypothése, P, Q, R sont alignés ;
d'apres l'axiome d'incidence, la P, Q, R, R' sont alignés.

14
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* Le point R' étant & la fois sur (AF) est sur B{est confondu avec R ;
en conséquence, C se confond avec C'  uicestcontradictoire.

» Conclusion : E est sur (AC).

Note historique : les propositions 134, 138, 141 et 143, sont ou lsigaciproque, ou bien des cas
particuliers de la proposition 139 de Pappus.
La figure de la proposition 139 a pour origine gopie du X-éme siecle qui se trouve
dans la librairie du Vaticén
Pour une étude approfondie de ce théoréme, leuleptrirra consulter le livre Jones.

Enoncé traditionnel : i, les c6tés opposés d'un hexagone ayant cinq desesets sur deux droites,
se coupent deux a deux en trois points alignés
alors, cet hexagone est de Pappus.

Scolies : (1) un cas particulier :
I'hexagone de Pappus a une seule paire de cotésé&pparalléles

si, (AF) // (CD)

\

alors, (PQ) /I (AF)

» Par hypothése, (AF) est paralléle & (CD).

» Raisonnons par I'absurde en affirmant que (€3 pas paralléle & (AF).

Pappusfolio 161v in Vatican copy ; folios 161v, 162, iatian copy
Pappus and Jones, A. (198@09o0k 7 of the Collection: Part Introduction, text and translation. Springer-Verlagw York.
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* Notons U,V les points d'intersection resp. @) avec (AF), (CD).
» D'aprés A. 3. La proposition 139, (PQV) egpdppusienne de I'hexagone de Pappus ABCDEFA.
* En conséquence, (AF) n'est pas paralléledj (€e qui est contradictoire.

» Conclusion : (PQ) est paralléle a (AF).

(2 "le point R" est a l'infini dans la direction dedappusienne (PQ).

4. Une courte biographie de Pappus d'Alexandrie

L'un des plus excellents géometres de I'Antiduité

Avec la mort de Cléopatre en 31 av. J.-C., 'Egygeeient une province romaine et la célébre école
d'Alexandrie i.e. le Musée, connait le début demt let inexorable déclin car les romains relayéslgpgeune
église chrétienne ne favorisent guere la démarclentifique. Aussi la lignée des chercheurs ingpzémme
Diophante au début de notre ére, va lentemenirs¥ééeface a 'émergence de commentateurs comnwugra
Athénes, Eutochidst Hypatié, la fille de Théon d'Alexandri le dernier directeur du Musée d'Alexandrie, qui
sera lapidée a coups de tessons sur ordre deuév@yrille d'Alexandrie en mars 415, par une fdwstile au
savoir profane. La mort d'Hypatie marque pour lestohiens la fin de I'Ecole d'Alexandrie et de laltere
grecque.

Pappus nait a Alexandrie (Egypte) vers 250.

Descartes R..

Né a Constantinople en 412- mort & Athénes enl#85a un commentaire du Livre | dE&ments.
(vers 540). Il commentera les oeuvres d'Archimgtd#Apollonius.

Elle rééditera leEléments'Euclide.

Nous lui devons le mot "analyse" qu'il donna intgthode trouvée par Platon.

© ® N o
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Si les écrits nous suggeérent qu'il a été un précephous ne savons rien vraiment de sa vie. Dsdpseécrits de
Proclus, nous savons qu'il dirigeait une écoleexandrie.

Dans l'histoire de la Géométrie, Pappus apparaitm® le dernier mathématicien grec avant la chutéedwpire
romain d'occident en 476. Vers 340, il rassembleosdimente dans son cewrmajeureSynagogedont huit
volumes nous sont seulement parvenus, le restet @p@rperdu, les découvertes des mathématiciengluss
célebres, et donne parallélement une multituderdpgsitions curieuses et de lemmes personnels,destinés
a faciliter la lecture des ouvrages des Anciens ;particulier, nous trouvons une réflexion conduisau
théoréme relatif au rapport anharmonique et notami@e"proposition 139" non démontrée du Livre \dis
Collections germe du futur théoréme de Pascal ou les deutedrseront remplacées par une conique ou un
cercle. C'est dans le livre VII inspiré par TheddssAutolycus, Aristarchus, Euclide, Apolloniusrigtote et
Eratosthéne que Pappus développe le raisonnemeahalyse et synthése.

Nous savons que Pappus a dédicacé son travail Blsétermodorus, a Pendrosion, a Megethion et gii& le
philosophe Hierus pour I'avoir encouragé a étucketains problémes de mathématiques.

Rappelons qu'il utilisa avec élégance la méthodsydeétrie appelée encore duplication ou retournénpemur
démontrer certains résultats.

Ayant apparemment vécu toute sa vie a Alexandnedécede vers 350.

B. HEXAGONES PARTICULIERS DE PAPPUS

1. Premier cas: un sommet est a l'infini
VISION
Figure :
D
D
Traits : D, D' deux droites sécantes,
ABCDEF un hexagone de Pappus inscrit d&ndX)
tel que D soit le point a l'infini d@
et P,Q,R les points d'intersection de (AB)Z¥E), de (BC) et (EF), de (CD) et (FA).
Donné : I, J et K sont alignés.

VISUALISATION

1 Collection mathématiquevaymyn ou Synagoge.

17
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D
D
* Notons M le point d'intersection de (EF) et {CD
et L le point d'intersection de la paralléde@-K) passant par E avec la droite (PR).
» D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliquéeexbigone PELMRFP, P, L et R sont alignés.

e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliquéeexbigone PELCRAP, (PA) Il (CL).

» D'aprés A. 2. Un résultat de Thalés,

appliquée aux triangles homothétiques PFBWEL P, L et Q sont alignés.
e Conclusion : d'aprés I'axiome d'incidence la, P, Q et R atighés.
Scolie : (1) une notation

18
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D
D
(2) un sous cas : I'hexagone de Pappus a une seuedeaidtés opposés paralléles
si, (BC) // (EF)
D
D'
D
D
D
alors, (PR) // (BC).
2. Deuxieme cas: deux sommets sont a l'infini
VISION
Figure :
C
C

Traits : D, D' deux droites sécantes,
ABCDEFA un hexagone de Pappus inscrit d&nhdY)

19



tel que C soit le point a l'infini d2 et F le point a I'infini d®'

20

et P,Q,R les points d'intersection de (AB)GHE), de (BC) et (EF), de (CD) et (FA).

Donné : P, Q et R sont alignés.

VISUALISATION

C
C
Q F C
R F
F
D
* Notons L le point d'intersection de (AB) et (EQ
et M le point d'intersection de (BQ) et (DE).
e D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliquéeexbigone ADBMLE, (AD) // (ML).

» Conclusion : d'aprés A. 2. Un résultat de Thales,
appliquée aux triangles ADR et LMQ, P, Q et R stignés.

Scolies : (1) une notation

20



(2 La pappusienne (PQR) a trois points a distance.fini

3) Une figure plus esthétique

P
‘\\ \\\\ E c ~__ R L
A
‘ 6
|
D 1) 5 , M Q
= 3
0] D B D
* Notons 0] le point d'intersection Deet D',
L le point d'intersection de (DQ) et (EK)
et M

le point d'intersection de (AQ) et (BK).

Conclusion : les diagonales (AB), (DE) et (QR) des parallé&mgmes OBMA, ODLE et MQLR,
sont concourantes.

4) Une autre figure esthétigtie

Conclusion : les diagonales (BS), (Cl) et (DP) des parall&dognes ABQS, QCRI et ADRP,
sont concourantes.

12 Arbelos(mai 1984).

21
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3) un sous cas :

I'hnexagone de Pappus ABCDEFA a une seule pairéigs opposés paralléles

si, (AF) est paralléle a le droite a l'infini (CD)

alors, la pappusienne (PQ) est parallele a (AF)

3. Troisiéeme cas :

trois sommets sont a l'infin

VISION
Figure :
B
Traits : ABC un triangle,
(IKK) une ménélienne de ABC
et P,Q,R trois points tels que ARIQ, BPJR eK®oient trois parallélogrammes.
Donné ; P, Q et R sont alignés.

VISUALISATION

22



B
k k
* Notons i, j, kK les points & l'infini resp. glW), (JR), (KP).
* Remarquons que (ijk) est la droite a I'infini.

» Conclusion : d'aprés Pappus, (PQR) étant la pappusienne dadbag de Pappus liJjKKkI

dont les sommet sont alternativement sur (1JKjjlet, ( P, Q et R sont alignés.

Scolie : la pappusienne a trois points a distance finie.

C. MINIATURES PAPPUSIENNES

1. Un carré et deux triangles équilatéraux

VISION

Figure :

23
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J
D C
I
A
B
Traits : ABCD un carré,
et [, J deux points tels que IBC et JCD

soient deux triangles équilatéraux extérieureradjacents a ABCD.

Donné : (AC), (IB) et (JD) sont concourantes.

VISUALISATION WITHOUT WORD *

T S R
J
D Q
|

A

B P

2. Un joli résultat
VISION

Figure :

1 Voir B. 2. Deux points & l'infini, scolie 3.
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Si
Traits : ABC un triangle,
I, J, K les milieux resp. de [BC], [CA], [AB],
Pi, Pj, Pk trois droites paralleéles entre elles passant f@spl, J, K,
Si, Sj, Sk les symétriques dei, Pj, Pkresp. par rapport a (BC), (CA), (AB).
Donné : Si, SjetSk sont concourantes.

VISUALISATION WITHOUT WORD *

A

3. Pappus et Brahmagupta

VISION

Figure :

14 Voir B. 2. Deux points & l'infini, scolie 4.

25
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F P P E
pr
D C
A G B
0
Traits : ABCD un rectangle,
0 le cercle circonscrit & ABCD,
P un point dé,
P, P deux paralléles resp. a (AB), (CD) passant par P,
E F les points d'intersection Beesp. avec (BC), (AD)
et G le point d'intersection drR avec (AB).
Donné : le pied de la E-hauteur du triangle EFG est sdidgonale (BD) de ABCD:
VISUALISATION
F P P E
pr
D H C
E
A G B
0
* Notons H

le point d'intersection 8eavec (CD).

» D'aprés B. 2. Deux points a l'infini, scolie 4, (EH), (FG) et (BD) sont concourantes.

* Notons E' ce point de concours.

15

Sharygin I. F., Problem Il. 11Problemas de geometri&ditions Mir, Moscou (1986) 89.
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F P P E
P
D H C
E
A G B
Q
* Notons Q le second point d'intersection de (B&rO0.
» Scolies: ) (PQ) est perpendiculaire a (CD).
(2 La diagonale (EH) du rectangle EPHC passe parlieurde [PC].
» D'aprés "Le théoréme de Brahmagupta" (Cf. Anrigxe (EHE" (DQ).
L
F P P E
P'
/D H C
|
“ E
A ) 6 B
0
Q
* Notons 1 le cercle circonscrit au rectangle AGPF.

» Lescercle§etl, les points de base A et P, les moniennes (DARDEG),
conduisent au théorer@ele Reim ; il s'en suit que (DQ) /1 (FG);
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, (EHE)O (FG).

» Conclusion : le pied de la E-hauteur du triangle EFG est sdidgonale (BD) de ABCD.

Scolies : (1) la F-hauteur de EFG

27
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_ ,

D H C

A G B
0

Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que
le pied de la F-hauteur du triangle EFG est sdidgonale (AC) de ABCD.

(2) H est l'orthocentre de EFG.

4. Un triangle, une ménélienne et trois parallélagmmes

VISION
Figure :
B
Traits : ABC un triangle,
(IKK) une ménélienne de ABC,
P,Q,R trois points tels que ARIQ, BPJR et CQGi¢ReNt trois parallélogrammes
et a,b,c les points d'intersection de (PKYRY)( de (QK) et (PJ) et de (QI) et (BP).
Donné :

A, a et b sont alignés.

VISUALISATION

28
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» Conclusion : d'aprés A. 1. Le petit théoréme appliqué a 'heragbRaPbQA, A, a et b sont alignés.

Scolies : Q) deux paralléles

e Conclusion : d'aprés A. 1. Le petit théoréme appliqué a 'heraghCbPaBA, (Ba) // (Ch).

(2) Deux autres paralléles

e Conclusion :d'aprés A. 1. Le petit théoréme appliqué a I'herag@CbPKcQ, (cK) // (Chb).

5. Un triangle et une ménélienne

29



Figure :

VISION

Traits :

et

Donné :

c~oZ

Uy

Q
K

\%
\Y

une ménélienne de ABC,

R les points d'intersection Meesp. avec (BC), (CA), (AB),
deux points resp. de (BQ), (CR)
les points d'intersection de (BK) et (Gi5,(QK) et (RJ).

et A sont alignés.

VISUALISATION

» Scolies :

(1
(2)
©)

)

ARJUKQA est un hexagone de Brianchon.
(AU), (QK) et (RJ) sont concourantes.
V est ce point de concours.

» Conclusion : V est (AU).

30
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6. Un triangle et deux ménéliennes

Figure :

VISION

P" ] P
Traits : M, M' deux ménéliennes de ABC,
P,Q,R les points d'intersection deresp. avec (BC), (CA), (AB),
P, QR les points d'intersectionMeresp. avec (BC), (CA), (AB),
et P", Q", C" les points d'intersection de (RQ{BLC), de (PR’) et (CA), de (QP") et (AB).
Donné :

P", Q" et R" sont alignés.

VISUALISATION WITHOUT WORD

7. Un quadrilatere complet

Figure :

VISION

31
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/// //// Iv /
/ _— i/
/ _— ,/
/ J/
A" c" B
Traits : ABC un triangle,
A, B, C trois points resp. de (BC), (CA), (AB),
et A", B, C" trois points resp. de (B'C’), (C'A(A'B")
tels que resp. B, C sont resp. sur (C"A"), (A"B").
Donné : A est sur (B"C").

VISUALISATION

D'aprés A. 1. Le petit théoréme, (C"MBst la pappusienne de I'hexagone de Pappus A"BC'A'B'CA"

32



» Conclusion : A est sur (B"C").

8. Un pentagone

VISION
Figure :
I
Traits : ABCDE un pentagone,
P,Q les points d'intersection de (AB) et (DE), d&)At (BC),
et I, J, K les points d'intersection resp. de (AB)GE), de (AE) et (BD),
de (PQ) et (CD).
Donné : I, J et K sont alignés.

VISUALISATION
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» D'aprés A. 1. Le petit théoréme, (18K} la pappusienne de I'hexagone de Pappus PBDCEQP.

» Conclusion: I, J et K sont alignés.

Scolies : (1) ABCDE étant un pentagone, relativement au sommet A

(AB) et (AE) sont ses cdtés adjacents

(CD) est son cbté opposé

(BC) et (DE) sont ses c6tés adverses

(AD) et (AC) sont ses diagonales adjacentes
(BE) est sa diagonale opposée

(BD) et (CE) sont ses diagonales advefses.

L T

(2 ABCDE peut étre considérer comme I'hexagone dégénéré AABCDE
ou "le coté (AA)" serait la droite (AK).

C. LE DUAL DE PAPPUS

1. Principe intuitif de dualité
l'incidence géométrique étant une relation entre pointsoéed, nous la précisons par

axiome 1 : deux points distincts sont incidents a une seitedr
axiome 2 : deux droites distinctes sont incidentes a uirpsént.

Intuitivement deux notions sont duales si, par permutatiaregaotions dans I'énoncé d'un théoréme, on obtient
un nouveau théoréme.

Enoncé du théoréme de Pappus :

si, un hexagone a ses sommets alternativement sur deux droites,
alors, ses cOtés opposés se coupent deux a deux en troisgdimnés.

Enoncé dual :

si, un hexagone a deux paires des cOtés opposés et leur thagumespondante
passent resp. par deux points
alors, les deux derniers cOtés et la diagonale corresponsianteoncourantes.

2. L'hexagone de Brianchon ou le dual de celui d@appus

VISION

Figure :

16 http://hexamys.free.friindex.htm.
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Traits : P,Q deux points,
D1, D2,D3 un pinceau de sommet P,
D'1,D'2,D'3 un pinceau de sommet Q,
A B,C,DEF les points d'intersectiond& etD'1, deD1 etD'3, deD2 etD'3,
deD3 etD'2, deD3 etD'1, deD2 etD'1,
et R le point d'intersection de (AF) et (BE).
Donné : (CD) passe par R.

VISUALISATION

e D'aprés A. 3. La proposition 139, (CRD) estdppusienne de I'hexagone de Pappus PFAQBEP
inscrit dandD1 etD'1.

e Conclusion : (CD) passe par R.
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Scolies : (1) un hexagone de Brianchon

P Q

» Les cotés de I'hnexagone ABCFEDA étant portés padié®s concourantes appartenant alternativement aux
pinceaux de sommets P et Q, est de Brianchon.

e Conclusion : les diagonales (AF), (BE) et (CD) de ABCFEDA sont camrantes.

Enoncé traditionnel : i, deux paires de c6tés opposés et leur diagonale ponesnte
d'un hexagone de Brianchon passent resp. par deux points
alors, les deux derniers cOtés et la diagonale corresponsianteoncourantes.

(2 Un autre hexagone de Brianchon

* Notons S le point d'intersection de (DF) et (FD).

» Les cbtés de I'nexagone ADHCFGA étant portés padmbites concourantes appartenant alternativement aux
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pinceaux de sommets P et Q, est de Brianchon.

» Conclusion : mutatis mutandis, nhous montrerions que
les diagonales (AC), (DF) et (HG) de ADHCFGA sont cammeaotes.

3) Encore un autre hexagone de Brianchon

U

A
/1\
/ 1\

/|
1/1\ e
/

P Q

* Notons uU,s les points d'intersection resp.RI€) et (QA), de (DB) et (CE).

* Les cotés de I'hexagone UBCHDEU étant portésipardroites concourantes appartenant alternativieaoe
pinceaux de sommets P et Q, est de Brianchon.

» Conclusion : mutatis mutandis, hous montrerions que
les diagonales (UH), (BD) et (CE) de UBCHDEU somi@ourantes.

(4) Pour étre plus efficace

» Reprenons la figure de la scolie 1 précédente.
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* Notons V, W les points d'intersection resp.BE)(et (QB), de (AD) et (CF).

Q

» Considérons le "damier" UBVE, ses quatre cdséimitées par (AD) et (FC)
les quatre quadrilatéres convexes comme par exddipGF
et le quadriltére UBVE ;
puis, tous les triangles strictement insétitans UBVE dont les c6tés sont les
diagonales de tous ces quadrilatéres.

» Pour chaque triangle ainsi considéré (par exerdM\w)
nous remplagons chaque "c6té diagonal" patréaliagonale du quadrilatére mis en jeu.
Les droites ainsi envisagées sont concourantes

(5) Lorsque deux diagonales d'un hexagone de Briansbonhparalléles
alors, la troisiéme est paralléle aux deux autres.

3. Une miniature brianchonienne

VISION

Figure :

i.e. les cotés des triangles sont distincts de de UBVE.
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Traits : Q,R deux points,

D1, D2,D3 un pinceau de sommet R,

D'1,D'2,D'3 un pinceau de sommet Q,

A, B, C les points d'intersection B2 etD'3, deD3 etD'l1, deD1etD'2,

et P le point d'intersection de (BB') et (CC").
Donné ; P est sur (AA).
VISUALISATION

» Scolies: ) A'QB'PC'R est un hexagone de Brianchon.

(2 (A'P), (B'Q) et (C'R) sont concourantes.

3) A est ce point de concours.

» Conclusion : P est sur (AA").

E. LE SIEUR GIRARD DESARGUES LYONNOIS *

1. Le théoréme des deux triangles ou de la perspige conique

VISION

Figure :

18 Alias S.G.D.L. comme il signait lui-méme ses &cri
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Traits : ABC un triangle,

AB'C un triangle tel que (AA") et (BB') soiectdncourantes,

0] ce point de concours,

I,J,K les points d'intersection de (AB) etgA, (BC) et (B'C'), (CA) et (C'A).
Donné ; (CC'") passe par O si, et seulement si [, J et K sont alignég.

VISUALISATION NECESSAIRE

19

Bosse A. Perspective et de la Coupe des pielE348).
La visualisation nécessaire est celle de GerHaigsenberg (1874-1925).
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* Notons R,J,S les points d'intersection dié)(ét (AB), de (B'P) et (BC), (OC) et (AB").

» D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué aHgene de Pappus OPB'ABC'O, R, J et S sont alignés

* Notons Q. K les points d'intersection resp(@B) et (A'C'), de (AC) et (A'C)).
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» D'aprés A. 1. Le petit théoréme, appliqué axBigene de Papp@C'A'B'APQ S, K et Q sont alignés.

» Conclusion : d'aprés A. 1. Le petit théoréme,
appliqué a I'nexagone de Pappus APB'QSRA, 1, J et K sont alignés.

Scolies : (1) les triangles dont les sommets correspondantsssorites droites concourantes ont
recus des noms différents selon les géométres :

* le Révérant Georges Salmon et Jean Victor Pohtadeappellent triangles
homologues ;
en conséquence, O est le centre d'homologie €}, (laKe d’homologie.

* Richard Townsend et Alfred Clebsch préferent @ade triangles en
perspective ;
en conséquence, O est le centre de la perspetifidKg, I'axe de la
perspective.
(2) (IJK) est l'arguésienne des deux triangles perdpect
Enoncé traditionnel 2 si, deux triangles ont leurs sommets placés dewua dur trois droites
concourantes,

alors, leurs cotés se rencontreront deux a deux es piaints alignés.

Oou encore

A Pour deux triangles en position générale.
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I'axe de deux triangles en perspectives passepqoints d'intersection des
c6tés homologues.

Note historique : le résultat de Girard Desargues se trouve danédess du graveur Abraham Bosse,

un continuateur de l'oeuvre de Desargues, quitsaraiéléve d'aprés Francois Joseph
Servois et Jean-Victor Poncelet.

Commentaire : cette visualisatiom eu recours au "Petit théoréme de Pappus".

A ce sujet, rappelons ce que disait Harold Scotbbfwald Coxeter et Samuel L.
Greitzef? dans leur livre&Geometry Revisited

It can be deduced from Pappus's ; but the detadscamplicated

Pour un approfondissement on pourra s'intéresstréauéme de Gerhard
Hessenber§datant de 1905.

VISUALISATION SUFFISANTE

Raisonnons par I'absurde en affirmant que C')(Be passe par O.
Notons ct le point d'intersection de (OC) etA'
et J' le point d'intersection de (BC) et (B'C").
Scolie : le points C' et c" sont distincts.
D'aprés la visualisation nécessaire, I, J' sbHt alignés ;
en conséquence, J et J' sont confondus ;
il s'en suit que C' et C" le sont aussigaeest contradictoire.

Conclusion : (CC") passe par O.

22

Coxeter H. S. M.(9/02/1907-31/03/2003) et Grei&eL. (1905-22/02/1998%eometry RevisitedMAA, New York (1967) 70.
(1874-1925).
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Enoncé traditionnel :

Commentaire :

Note historique :

44

si, deux triangles ont leurs c6tés qui se rencohttenx a deux en trois points
alignés
alors, leurs sommets seront placés deux a deux ssrdroites concourantes.

nous venons de parler du théoréme dit "des tteangles" qui, en anglais, se traduit
par "the two-triangle theorem".

ces deux résultats se trouvent pour la premiéseéiooncés dans un petit traité intitulé
Méthode universelle de mettre en perspective lggtotonnés réellement, ou en devis
avec leurs proportions, mesures, éloignements, samgloyer aucun point qui soit
hors du champs de l'ouvragie Girard Desargues ; ce livre constituait le peem
ouvrage (1636) de ce géometre et aurait été perblugraveur Abraham Bosse ne
I'e(t reproduit, en 1647, a la suite de Stmité de perspectiverédigé d'apres les
principes et la méthode de Desargues.

2. Une courte biographie de Girard Desargues

Le "Monge" de son siecte

Dans leur volonté de reproduire le réel et d'imi¢enature, les peintres grecs ont tenté sans sutxe
donner lillusion de la profondeur dans leurs table Cette impossibilité opératoire était di a une
méconnaissance des régles mathématiques de laepivepqui leurs auraient permis, de dessinergeatitre,
une rangée d'arbres disparaissant a I'horizon.

C'est au XIV-ieme siécle que l'architecte florenfitippo Brunelleschi découvre les lois de la peddjve
fuyanté® que Léon Battista Alberti expose au siécle suivdans somella pittura?’.

Cette perspective aboutit a une représentatiorepdan'espace observé par un seul oeil et sonqmietanet en
place le dispositif d'Albrecht Duréi.e.

* le point de vue, sommet du cbne visuel, idénd l'oeil,

* la tablé® sur laquelle repose le sujet & dessiner

24
25
26

Pour deux triangle en position générale.
Surnom donné par Jean Victor Poncelet.
Cette perspective conique est plus réaliste @jgavaliere ou I'oeil de I'observateur est a Hinfi

z Architecte italien (1404-1472).

28
29

Peintre et graveur allemand (1471-1538).
Le plan horizontal de référence.
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* la fenétré au travers de laquelle I'oeil explore I'espacsweat pour le dessiner
"projectivement” de maniéere a avoir la méme imagdestableau.

L'intersection de ces deux plans orthogonaux canauda ligne de terfé et l'intersection du plan horizontal
passant par I'oeil avec le plan du tableau, @teelid'horizon.

*

Girard Desargues nait a Lyon (France) le 21 févirsd1.
Fils d'une famille aisée depuis plusieurs génématison peére travaille pour le diocése de Lyon.
En 1626, il s'installe a Paris ou il présente énlmicipalité, un projet hydraulique. En 1630, joiat I'Académie
du Pére Marin Mersenne ce qui lui permet d'entrecantact avec René Descartes en 1638, EtiennalRasc
son fils Blaise en 1639, de Fermat auxquels ildeakpose un point de vue novateur sur la Géomappelé
Géomeétrie projective ou encore moderne.
En 1636, lingénieur et architecte Desargues puiieBrouillon project des Atteintes aux Evénements des
rencontres du cdne avec un pl&rdans lequel il précise que des droites paral&les'a table" deviennent en
perspective sur "le tableau", des droites

* concourantes sur la ligne d'horiZoen un "point de fuité” associé a leur direction
si elles ne sont pas paralléles au plan bleaa

* sinon, paralléles.

De méme, des droites concourantes sur "la tablefedeent en perspectives sur "le tableau” des ekoit
concourantes ou paralléles suivant que la droigngmt I'oeil au point de concours de ces droitesgcontre ou
non le plan du tableau.

Ainsi, en s'appuyant sur des considérations deppetive, Desargues osait affirmer que deux dr@tesent un
point commun a l'infini et que, dans un plan, ceisfs a I'infini appartenaient a une droite.

Aprés 1644, son activité scientifique se fait pliscrete.

En 1648, le graveur et passionné de perspectivegh@in Bossepublie un traité d€erspective et de la Coupe
des pierregddans lequel se trouve, en appendice, le famelor@hée de Desargues concernant deux triangles en
perspective.

Suite a une dispute avec Curabelle, il retourn26® a Condrieu avant de retourner a Paris en M&8.1660,

il fréequente I'Académie de Montmort.

Il décéde a Lyon en octobre 1661.

Rappelons que les ouvrages de Desargues étaighidart de simples essais ou brouillon-projets,rimps

parfois sur des feuilles volantes. Toutes les pie principal livre de Desargues se perdirenppéadice du
livre d'Abraham Bosse se perdit a son tour, maia setrouvé en 1804. Par hasard un autre éléveedarBues,
Philippe de la Hire fit une copie du livre de Degas en 1679. En 1845 Chasles retrouvera danshraeié

parisienne, cette copie drouillon project; l'original sera retrouvé en 1951 dans les raydm$a Bibliothéque
nationale & Paris.

F. MINIATURES ARGUESIENNES

1. Un résultat de Descartes

VISION

30
31
32
33
34

Le plan vertical, le tableau, la vitre transpaeefa paroi de verre situé entre I'oeil et le suje
Axe de la perspective.

Gallica

Droite & l'infini.

Point d'un dessin en perspective ou convergentid®tes paralleles dans la réalité.

% Bosse A. (1602-1676).
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Figure :

Traits :

et

Donné :

ABC

AB'C

P,Q,R ST, U
I, J, K

[, J et K sont alignés.

un triangle,
un triangle en perspective avec ABC,
les points d'intersection de @'Besp. avec (BC), (CA), (AB),

les points d'intersection de (RUJRCE), de (TQ) et (CA),
de (SP) et (AB).

VISUALISATION
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B
AI
Notons X le centre de perspective de ABC et@'B
A l'arguésienne de ABC et A'B'C',
et L,M, N les points d'intersection de (SP) é@)Pde (UR) et (PS), de (TQ) et (RU).

D'aprés D. 1. Le théoréeme des deux trianglesA étant I'arguésienne des triangles AST et APQ,
(AA"), (SP) et (TQ) sont concourantes.

Conclusion partielle : X est sur (ALA").

Mutatis mutandis, nous montrerions que X es(BWB")
X est sur (CNC").

Scolies :

1)
(2)

les triangles LMN et ABC sont en perspective.
D'aprés D. 1. Le théoréme des deux triangles,
(IJK) est I'axe de perspective de ces deux triangle

Conclusion : I, J et K sont alignés.

Un quadrilatere complet

VISION

Figure :
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Traits : ABC un triangle,
M une meénélienne de ABC,
A, B, C les points d'intersection déresp. avec (BC), (CA), (AB),
et A", B", C" les points d'intersection de (BBt)(EC'), de (CC') et (AA"), de (AA") et (BB)
Donné : (AA"), (BB") et (CC") sont concourantes.

VISUALISATION

e Scolie : A est l'arguésienne des triangles ABC et A"B"C".

e Conclusion : d'aprés D. 1. Le théoréme des deux triangles,
A étant l'arguésienne des triangles ABC et A"B"C",
(AA"), (BB") et (CC") sont concourantes.

F. ANNEXE

1. Le théoréme de Brahmagupta
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Traits : 0 un cercle
ABCD un quadrilatére convexe orthodiag8hahscrit dang,
I le point d'intersection des diagonales @D
et M un point de [CD].
Donné :

M est le milieu de [CD] si, et seulement si

36

Quadrilatére dont les diagonales sont perperaiies!.

(IM) est perpendiculaire a (AB).
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